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INTISARI

MODEL EPIDEMI PADA TANAMAN

Oleh

Tesa Nur Padilah
13/353906/PPA/04262

Model epidemi pada tanaman adalah model penyebaran penyakit menular
antara tanaman inang dengan hama. Subpopulasi tanaman inang terdiri dari inang
rentan, inang terinfeksi dan menularkan, dan inang sembuh. Subpopulasi hama ter-
diri dari hama rentan dan hama terinfeksi dan menularkan. Pada model ini, respon
pemangsaan mengikuti fungsi respon Holling Tipe II. Analisis model dilakukan de-
ngan menganalisis kestabilan titik ekuilibrium dan angka rasio reproduksi dasar.
Model ini memiliki satu titik ekuilibrium bebas penyakit dan satu titik ekuilibrium
endemik. Jika nilai angka rasio reproduksi dasar lebih dari satu, maka titik ekuili-
brium endemik stabil asimtotik lokal atau terjadi epidemi pada populasi. Jika angka
rasio reproduksi dasar kurang dari satu, maka titik ekuilibrium bebas penyakit stabil
asimtotik lokal. Hal ini bermakna untuk jangka waktu tertentu populasi akan bebas
dari penyakit. Simulasi model untuk penyakit CVPD (Citrus Vein Phloem Degene-
ration) pada tanaman jeruk sejalan dengan analisis perilaku model.

Kata kunci: model epidemi, Holling Tipe II, titik ekuilibrium, angka rasio repro-
duksi dasar.
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ABSTRACT

PLANT DISEASE MODEL

By

Tesa Nur Padilah
13/353906/PPA/04262

Plant disease model is an epidemic model among plants and vectors. Sub-
populations of plants consist of susceptible plants, infected plants, and recovered
plants. Subpopulations of vector consist of susceptible vectors and infected vectors.
In this model, predation response follows Holling Type II response function. The
model is then analyzed by checking the stability of the equilibrium points and com-
puting basic reproduction number. From the analysis of the model, there are two
equilibrium points, a free disease and an endemic equilibrium points. If the basic
reproduction number is more than one, then an endemic equilibrium point is locally
asymptotic stable or epidemic will occur in the population. If the basic reproduction
number is less than one, then a free disease equilibrium point is locally asymptotic
stable. This means that the population will be free from disease, after some period
of time. Simulations of the model for CVPD (Citrus Vein Phloem Degeneration)
disease in citrus plants are in good agreement with model analysis.

Keywords: epidemic model, Holling Type II, equilibrium point, basic reproduction
number.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Hama adalah organisme yang mengganggu atau merusak tanaman sehingga
pertumbuhan dan perkembangannya terganggu. Secara umum, organisme tersebut
adalah mikroorganisme (seperti virus, bakteri, jamur, dan protozoa), gulma, dan
binatang (seperti, siput, bekicot, dan serangga). Hama memerlukan ruang hidup
sebagai tempat berlindung, berkembang biak, dan mengambil makanan. Tanaman

yang dijadikan tempat hidup dan makan bagi hama disebut sebagai tanaman inang.

Diantara hama-hama yang menyerang tanaman, terdapat hama yang mem-
bawa patogen. Hama pembawa patogen-patogen tersebut yaitu organisme atau virus
yang menyebabkan penyakit. Dalam hal ini, hama dikenal sebagai vektor. Orga-
nisme atau virus tersebut umumnya menyebabkan penyakit pada inangnya dengan
jalan menggunakan substansi sel inang, mengganggu komponen dan proses sel, me-
menuhi ruangan dalam sel, dan mengganggu proses metabolisme sehingga meng-

ganggu perkembangan serta fungsi sel lainnya.

Fenomena penyebaran penyakit menular dapat dibentuk menjadi suatu mo-
del epidemi. Model epidemi yang paling sederhana adalah model S/. Pada model
ini, populasi yang diamati terbagi menjadi dua kompartemen, yaitu subpopulasi
rentan, dinotasikan dengan S (susceptible) dan subpopulasi terinfeksi dan menu-
larkan, dinotasikan dengan [ (infectives). Pada tahun 1927, Kermack-Mckendrick
memperluas model ST menjadi model SR dengan menambahkan subpopulasi

sembuh, dinotasikan dengan R (recovery) (Ma dan Li,2009).

Selanjutnya, Shi, dkk |(2014) menganalisis model penyakit tanaman yang
membagi populasi tanaman inang menjadi tiga subpopulasi, yaitu inang rentan,

inang terinfeksi dan menularkan, dan inang sembuh, serta membagi populasi hama



(vektor) menjadi dua subpopulasi yaitu hama rentan dan hama terinfeksi dan me-
nularkan. Beberapa contoh penyakit yang sesuai dengan model epidemi ini adalah
penyakit tungro, penyakit mosaik tembakau (Nurhayati1,2012), dan penyakit Citrus
Vein Phloem Degeneration (CVPD) (Saputra, dkk,2012). Oleh karena itu, penulis

tertarik mengkaji kembali model epidemi tersebut dan mensimulasikannya.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, dapat dirumuskan perma-

salahan dalam penelitian ini, yaitu:

1. Bagaimana menurunkan model epidemi pada tanaman?

2. Bagaimana menentukan titik ekuilibrium dan angka rasio reproduksi dasar

pada model tersebut?

3. Bagaimana kestabilan titik ekuilibrium model tersebut?

1.3. Tujuan dan Manfaat Penelitian
Tujuan penelitian ini yaitu:
1. Mengkaji penurunan model epidemi pada tanaman.

2. Mengkaji perilaku model epidemi pada tanaman.

Penelitian ini diharapkan bermanfaat bagi peneliti, mahasiswa, instansi, ma-
syarakat, maupun semua kalangan yang membutuhkan. Adapun manfaat yang di-

harapkan yaitu:

1. Menambah referensi tentang pemodelan Matematika, khususnya model pe-

nyebaran penyakit antara tanaman dengan hama (vektor).

2. Memberikan masukan kepada pihak yang terkait dalam menangani penyebar-

an penyakit menular pada tanaman di masyarakat.



1.4. Tinjauan Pustaka

Model epidemi tanaman terdiri dari subpopulasi inang rentan S (suscepti-
ble), subpopulasi inang terinfeksi dan menularkan / (infectives), subpopulasi inang
sembuh R (recovery), subpopulasi hama rentan P, dan subpopulasi hama terinfek-
si dan menularkan (). Model ini dapat disajikan secara matematis dalam bentuk
sistem persamaan diferensial nonlinier. Analisis model dilakukan secara kualitatif
dengan menganalisis kestabilan titik ekuilibrium (Edwards dan Penney,2000) dan

angka rasio reproduksi dasar (Ma dan L1,2009).

Analisis perilaku model dilakukan dengan terlebih dahulu melinierisasi sis-
tem di titik ekuilibrium (Machowsky, dkk,[2008). Sistem persamaan diferensial
nonlinier tersebut mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas
penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Selanjutnya, untuk mengetahui kestabilan
titik ekuilibrium, dilakukan analisis terhadap bagian real nilai eigen dari persamaan
karakteristik (Edwards dan Penney,2000). Penentuan bagian real nilai eigen tersebut
dapat menggunakan metode nilai eigen, kriteria Routh-Hurwitz, atau lemma yang
berhubungan dengan second additive compound matrix. Kriteria Routh-Hurwitz di-
gunakan untuk mengecek kestabilan melalui koefisien persamaan karakteristiknya
tanpa menghitung akar-akar dari persamaan karakteristik yang ada (Olsder, 1998),
sedangkan lemma yang berhubungan dengan second additive compound matrix di-
gunakan untuk mengecek kestabilan melalui nilai determinan dan frace matriksnya.
Berdasarkan analisis titik ekuilibrium, dapat diketahui perilaku model epidemi ter-

sebut.

Angka rasio reproduksi dasar adalah suatu nilai yang menyatakan rasio dari
banyaknya kasus infeksi kedua terhadap kasus infeksi pertama dalam populasi ter-
tutup yang disebabkan oleh individu terinfeksi dan menularkan dalam keseluruhan
populasi rentan. Nilai angka reproduksi dasar dapat dicari dengan menggunakan
definisi radius spektral (Brauer, dkk,/1945). Berdasarkan angka rasio reproduksi
dasar, dapat diketahui faktor-faktor yang dapat menyebabkan kasus epidemi pada

populasi.



Tesis ini mengkaji kembali model epidemi tanaman pada jurnal [Shi, dkk
(2014). Model epidemi tanaman dalam jurnal tersebut merupakan model mangsa
pemangsa yang memperhatikan daya cari pemangsa dan waktu yang diperlukan
untuk memangsa sehingga menarik untuk dikaji kembali. Contoh penyakit yang
sesuai untuk model epidemi ini adalah penyakit tungro, penyakit mosaik tembakau
(Nurhayati,2012), dan penyakit Citrus Vein Phloem Degeneration (CVPD) (Saputra,
dkk,2012). Oleh karena itu, setelah dilakukan analisis perilaku model, penulis
akan melakukan simulasi model dengan mengambil contoh penyakit CVPD pada

tanaman jeruk.

1.5. Metode Penelitian

Tahapan yang dilakukan pada penelitian ini adalah mengumpulkan berba-
gai informasi yang berhubungan dengan model epidemi pada tanaman dengan cara
melakukan studi literatur untuk mengkayji teori-teori yang diperlukan. Sebelum me-
lakukan pemodelan, terlebih dahulu menentukan asumsi, variabel, dan parameter
pada model. Selanjutnya menurunkan model sesuai dengan asumsi yang ditentu-
kan. Kemudian menganalisis model secara kualitatif, yaitu menentukan titik ekuili-
brium, angka rasio reproduksi dasar, dan menganalisis kestabilan titik ekuilibrium.
Tahapan terakhir dari penelitian ini adalah melakukan simulasi model mengguna-

kan software Maple.

1.6. Sistematika Penulisan
Penulisan tesis ini dibagi menjadi lima bab sebagai berikut.
BAB I PENDAHULUAN

Bab ini memuat latar belakang, rumusan masalah, tujuan dan manfaat pene-

litian, tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
BAB II DASAR TEORI

Bab ini memuat penjelasan mengenai persamaan diferensial, sistem persa-

maan diferensial, titik ekuilibrium, kestabilan titik ekuilibrium, potret fase, him-



punan invarian positif, kriteria Routh-Hurwitz, second additive compound matrix,

model epidemi, angka rasio reproduksi dasar, dan fungsi respon.
BAB III MODEL EPIDEMI PADA TANAMAN
Bab ini berisi hasil dari penelitian yang meliputi penurunan model epidemi
pada tanaman, penentuan titik ekuilibrium, dan analisis kestabilannya.
BAB IV SIMULASI MODEL
Bab ini membahas simulasi numerik menggunakan program Maple dengan

menampilkan potret fasenya. Kemudian membahas interpretasi model berdasarkan

potret fase tersebut.
BAB V PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan kesimpulan yang memuat rangkuman hasil pene-

litian dan saran bagi penelitian selanjutnya.



BAB 11

DASAR TEORI

Pada bab ini dibahas beberapa konsep dasar yang diperlukan, diantaranya
persamaan diferensial, sistem persamaan diferensial, titik ekuilibrium, kestabilan
titik ekuilibrium, potret fase, himpunan invarian positif, kriteria Routh-Hurwitz,
second additive compound matrix, model epidemi, angka rasio reproduksi dasar,

dan fungsi respon.

2.1. Persamaan Diferensial

Berikut ini adalah definisi tentang persamaan diferensial.

Definisi 2.1.1 (Ross,|l 984) Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel

bebas.

Persamaan diferensial dibagi menjadi dua yaitu persamaan diferensial biasa

dan persamaan diferensial parsial.

Definisi 2.1.2 (Ross,|1984) Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan
diferensial yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas ter-

hadap satu variabel bebas.

Contoh 2.1.3
d*y dy\?
"I 2] = 2.1
dz? Ty <dm) 0, 2.1
d*x d*x )
@ + 5@ + 3z = sint. (22)

Definisi 2.1.4 (Ross,|1984)) Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan
diferensial yang memuat turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas

terhadap lebih dari satu variabel bebas.



Contoh 2.1.5

ov v
as o
Pu  Pu | Pu
0x? + 0y? + 022

v,

0.

Definisi 2.1.6 (Ross,|l984)) Orde dari persamaan diferensial adalah turunan terting-

gi dari variabel tak bebas terhadap variabel bebas dalam persamaan diferensial.

Contoh 2.1.7 Berdasarkan Persamaan-persamaan (2.1)) dan (2.2)) diperoleh

1. Persamaan (2.1)) adalah persamaan diferensial orde 2.

2. Persamaan (2.2)) adalah persamaan diferensial orde 4.
Persamaan diferensial biasa orde n dapat ditulis dalam bentuk

y' = F (29,9 9"y,
dengan y menyatakan variabel tak bebas dan x menyatakan variabel bebas (Finizio
dan Ladas,|1982)).
Berdasarkan kelinierannya, persamaan diferensial biasa dibagi menjadi dua

yaitu persamaan diferensial biasa linier dan persamaan diferensial biasa nonlinier.

Definisi 2.1.8 (Ross, |1 984)) Persamaan diferensial biasa linier orde n dengan varia-

bel tak bebas vy dan variabel bebas x adalah persamaan yang dapat ditulis dalam

bentuk
d” a1 d
ao(a;)ﬁ + al(x)w_?{ bt an_l(a:)£ +an(z)y = f(2), 2.3)
dengan agy # 0.
Contoh 2.1.9
d’y . dy
CI 5 gy =
122 + 5dx + 6y = 0,
d* d? d
N R I e

dxt dx? dr



Jika koefisien pada Persamaan @ adalah konstanta, maka bentuk persa-

maan diferensial biasa linier menjadi

d a1 d
aod—;i—i—alﬁ—i—...—l—an_l%—i—any:f(a:). 2.4)

Persamaan diferensial biasa linier orde n dikatakan homogen jika ruas kanan pada
Persamaan (2.4) sama dengan nol, yaitu f(x) = 0. Persamaan diferensial biasa
linier orde n dikatakan nonhomogen jika ruas kanan pada Persamaan (2.4)) tidak

sama dengan nol, yaitu f(x) # 0.

Definisi 2.1.10 (Ross,|1984) Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persa-

maan diferensial biasa yang bukan persamaan diferensial biasa linier.

Contoh 2.1.11

Py | _dy
—Z 4+524+6y>2=0

dz? * dx + 0y ’
%y dy\’
— 45 = 6y = 0.
dx? + (dm oy

Jika dalam suatu persamaan diferensial, variabel bebas x tidak dinyatakan

secara eksplisit, maka disebut persamaan diferensial otonomus (Verhulst,|1985)).

Salah satu contoh persamaan diferensial otonomus orde satu adalah

dy
—Z =2 — .
g 2 Y

2.2. Sistem Persamaan Diferensial

Pada subbab ini akan dibahas sistem persamaan diferensial biasa, sehingga
pada subbab-subbab selanjutnya sistem persamaan diferensial yang dimaksud ada-
lah sistem persamaan diferensial biasa. Sistem persamaan diferensial dibagi men-
jadi dua, yaitu sistem persamaan diferensial linier dan sistem persamaan diferensial
nonlinier. Secara matematis, sistem persamaan diferensial dapat ditulis dalam ben-

tuk

x(t) = f(t,x), (2.5)



dengan
- dry T
&
2
dx —
(1) = — = dt
x(t) = — |
dan
L dt
dan

fl(t7$lyx27 7-1;71)

f(t)x) _ fg(t,ilﬁl,..fg, ,Q?n) (26)

L fn(ta T1,T2, ... xn) ]
dengan x1, xo, ..., x,, adalah variabel tak bebas dan ¢ adalah variabel bebas. Jika
pada Persamaan (2.5), variabel ¢ tidak dinyatakan secara eksplisit, maka Sistem

(2.5) disebut sistem otonomus dan secara matematis dapat ditulis

dengan

f(x) =

fn<l'1, T2, .., l‘n)

Berdasarkan kelinierannya, sistem otonomus dapat dikelompokkan menjadi
dua kelompok, yaitu sistem otonomus linier dan sistem otonomus nonlinier. Sistem
otonomus linier adalah sistem otonomus yang terbentuk dari himpunan persamaan
diferensial linier. Sistem otonomus nonlinier adalah sistem otonomus selain sistem

otonomus linier.

Penyelesaian sistem persamaan diferensial dapat dicari secara analitik atau
secara numerik. Jika penyelesaian sulit atau tidak mungkin dicari secara analitik
ataupun numerik, maka dapat dilakukan analisis kualitatif dengan cara mengecek
kestabilan titik ekuilibrium untuk mengetahui perilaku dari sistem tersebut (Edwa-

rds dan Penney,2000).
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2.3. Titik Ekuilibrium dan Kestabilannya

Berikut ini dijelaskan definisi tentang titik ekuilibrium dari suatu sistem per-

samaan diferensial.

Definisi 2.3.1 (Edwards dan Penney,2000) Titik x* = (x73, x5, ..., x}) disebut seba-

gai titik ekuilibrium sistem x = f(x) jika memenuhi f(x%, x5, ..., x}) = 0.

Titik ekuilibrium dapat ditentukan dengan metode substitusi.

Contoh 2.3.2 Diberikan sistem persamaan diferensial
di 2.7)

Berdasarkan Definisi [2.3.1] titik ekuilibrium Sistem (2.7) diperoleh dari

dx
— =0 2.8
7 (2.8)
dy
— = 0. 2.9
7t (2.9)

Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium Sistem (2.7) dengan metode substitusi.

Berdasarkan Persamaan (2.8)) diperoleh
—r=0&2=0.
Berdasarkan Persamaan diperoleh
r—2y =0,

sehingga dengan menyubstitusikan x = 0 diperoleh y = 0. Dengan demikian,

diperoleh titik ekuilibrium Sistem (2.7) yaitu (z*,y*) = (0, 0).

Contoh 2.3.3 Diberikan sistem persamaan diferensial

d

3 + 2% — 1y

gt (2.10)
& =5y + xy.

dt
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Berdasarkan Definisi[2.3.1] titik ekuilibrium Sistem (2.10) diperoleh dari

dx

— = 2.11

dt 0 ( )
dy

— = 0. 2.12

7t 0 (2.12)

Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium Sistem dengan metode substitusi.
Berdasarkan Persamaan (2.12)) diperoleh
—Hy+axy=0
< ylx—5)=0,
sehingga diperoleh y = 0 atau x = 5. Berdasarkan Persamaan diperoleh
—3x+2>—2y=0.
Jika y = 0, maka diperoleh
3z +2*—2.0=0
& z(r—3)=0,
sehingga diperoleh © = 0 atau = = 3. Jadi diperoleh titik ekuilibrium (0,0) dan
(3,0). Selanjutnya, jika x = 5, maka diperoleh
—35+5° -5y =0
& —154+25-5y=0
& oy =2

Jadi diperoleh titik ekuilibrium (5, 2). Dengan demikian, diperoleh titik ekuilibrium

Sistem (2.10)) yaitu (0, 0), (3,0), dan (5, 2).

Sifat dari perilaku penyelesaian sistem persamaan diferensial dapat diketa-
hui dengan cara menganalisis kestabilan titik ekuilibrium. Kestabilan pada suatu
sistem berarti perubahan kecil pada sistem hanya sedikit mengubah perilaku penye-
lesaian untuk waktu yang akan datang. Akan tetapi, apabila perubahan kecil pa-
da sistem mengakibatkan perubahan besar pada perilaku penyelesaian untuk waktu

yang akan datang, maka sistem dikatakan tidak stabil.
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Sebelum diberikan penjelasan tentang kestabilan titik ekuilibrium, terlebih

dahulu akan diberikan definisi norm sebagai berikut.

Definisi 2.3.4 (Royden dan Fitzpatrick,2010) Diberikan ruang linier X. Suatu
fungsi bernilai real || - || pada X disebut norm jikaVf,g € X, Vo € R, berlaku

LA+ gl < [IFIF+ gl

2. lefll =

3. |Ifll = 0dan || f|| = 0 jika dan hanya jika f = 0.

Contoh 2.3.5 Diberikan X = R" dan Vz € R" dengan x = (x1,z9,...,7,) dan

x1,Ta, ..., T, € R didefinisikan

||x|]:\/x%—l—x%++x%

Diperhatikan bahwa Vz,y € R" dengan x = (z1,%2,...,2,), T1,Z2,...,2T, € R

dany = (y1,%2,---,Yn)s Y1, Y2, - - -, Yo € R dan Ya € R berlaku

Lollz+yll = V(@ +5)? + (@2 +52)° + -+ (20 + y0)*
Berdasarkan pertidaksamaan Minkowski

n 1/p n 1/p n 1/p
(Seur) = (Sa) () a-r2m
i=1 =1

i=1

dengan z; > 0, y; > 0, dan p > 1, diperoleh

lz+y| = ¢m+m2+@+m o (T + Yn)?

S( )+(“y)

= \ri i xn+\/y1+y2+---+y%

=zl +lyll-

3

Jadi, [l + gl < [lz]l + [ly]-
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2. [laz] = [afllz], yaitu

HO(I’H = ”Oé(xlax% s 7-7:n)|’

= ||(O{Jf1,ax27~--aa$n)||

= V(az)?+ (az)? + ... + (az,)?

= \/a%%—l—azx%—i—...—i—a%i

= \/a2(x%+x%+...+x%)

= |a|\/x%+x§+...—l—x%

= lafll=l.

3. |zl = Vat+ a3+ ...+ 22 >0
dan

||z|| = 0 jika dan hanya jika (21, x2, ..., 2,) = (0,0,...,0).

Jadi, Vo € R" dengan x = (z1,29,...,2,), ||2]] = /2% + 23 + ...+ 22 adalah

norm pada R".

Berikut ini definisi-definisi yang berhubungan dengan kestabilan titik ekui-

librium.

Definisi 2.3.6 (Boyce dan DiPrima,1997) Titik ekuilibrium x* dari sistem x = f(x)
dikatakan stabil jika untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk
setiap solusi x(t) dengan ||x(to) — x*|| < & berlaku ||x(t) — x*|| < €, untuk setiap

t >t

Definisi 2.3.7 (Boyce dan DiPrima,1997) Titik ekuilibrium x* dari sistem x = f(x)
dikatakan stabil asimtotik lokal jika titik tersebut stabil dan terdapat 6, > 0 se-
demikian sehingga untuk setiap solusi x(t) dengan ||x(to) — x*|| < 91 berlaku

lim x(t) = x*.
t—o0

Definisi 2.3.8 (Boyce dan DiPrima,1997) Titik ekuilibrium x* dari sistem x = f(x)
tidak stabil jika tidak memenuhi Definisi[2.3.6]
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Contoh 2.3.9 Diberikan sistem

d[L‘l

_ = _1;1

dt

dry _2 (2.13)
dt = To.

Solusi Sistem adalah x(t) = (z(t), z2(t)) dengan
r1(t) = Cre™’
1o(t) = Che .
Titik ekuilibriumnya adalah (0, 0). Jika diberikan syarat awal x(t) = (x1(%o), z2(t0)),
maka solusi MNA-nya adalah
r1(t) = x1(tg)e!
To(t) = wa(te)e’o .
Diperhatikan bahwa
[(z1 (£) 22 () = (0,0)| = [Ix@)]
= [ (o (t0) €7 5 (t0) €°7) |
= (@1 (t0) )2 + (w2 (fo) €01
< (@ () + (2 (t0)°

= " |(z1 (to) , 72 (o))

= e Ix(to)l

IA

[x(to) I, ¥V = to.

Jadi, untuk setiap ¢ > 0, dipilih § = ¢, sedemikian sehingga untuk setiap x(t) de-
ngan ||x(to)]] < d berlaku ||x(t)|| < [|x(to)]| < 0 = €, Vt > t, atau titik ekuilibrium
(0, 0) stabil. Selanjutnya, titik ekuilibrium (0, 0) Sistem (2.13)) stabil asimtotik lokal

karena
lim 21 (t) = lim x(tg)e" " =0
t—o0 t—o0
dan
lim zo(t) = lim  ay(tg)e > = 0.
t—o0 t—o0
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Contoh 2.3.10 Diberikan sistem

dl’l

o

@__3% (2.14)
a7

Solusi Sistem (2.14) adalah x(t) = (z1(t), z2(t)) dengan

231<t) = C’1—2C'2€731e

) (t) = 3026_3t.

Titik ekuilibriumnya adalah (0, 0). Jika diberikan syarat awal x(¢) = (x1(to), z2(t0)),

maka
x1(tg) = C1 — 20, e 3t

& O) = 11(ty) + 203"

dan
1y(tg) = 3Cye 3t
RCEE
sehingga diperoleh
z1(t) = 21(to) + 2(3ma(tg)e™) e
& x1(t) = x1(to) + 6xo(ty)e30Y

dan

To(t) = 3(3wa(tg)e*0)e ™™

5S4 iL‘Q(t) = 91‘2(1&0)63@070.
Jadi, solusi MNA-nya adalah

;Cl(t) = xl(t0)+6x2(t0)e3(t°*t)

T2 (t) = 91[2 (to)eg(to_t) .
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Diperhatikan bahwa
11 (2), 22(2)) = (0,0)| = [Ix(#)]]
sehingga diperoleh
Ix(t)]| = H (xl(to) + Gxg(to)e?’(to_t), 9x2(t0)e3(t0_t)) ||

= \/[$1(to + 6x2(t0)e3(to—t)]2 + [9x2(t0)e3(t0—t)]2

)
= /(1 (t0))? + 1220 (o) (b)e20=) + 117(z5(tg) 2e6tt0—0)
<V @1(t0)? + mi(to)zalte) + (@2(t0))?

< @i(t)* + (@2(t0))* + Var(to)a (o)

< @it)? + (@a(t0))* + \/ (1(t0))? + (wa(t0)?

— 2/ (1 () + (22 (t))°

= 2||z1(to), za(to) |

= 2|x(to)]|,Vt > to.

2

1
Jadi, untuk setiap € > 0, dipilih 6 = 26 sedemikian sehingga untuk setiap x()

1
dengan ||x(to)|| < 0 berlaku ||x(t)]] < |I2x(to)]] < 20 = 2.56 = €Vt > 1
atau titik ekuilibrium (0, 0) stabil. Selanjutnya, titik ekuilibrium (0, 0) tidak stabil

asimtotik lokal karena

lim 25(t) = lim  9xy(tg)e** " = 0,
t—o0 t—o0

tetapi
thm .Z'l(t) = thm $1<t0) + 61’2(t0)€3t07t = ;Cl<t0> +0= gjl<t0)_
—00 —00

Jadi, titik ekuilibrium (0, 0) Sistem (2.14) stabil.

Contoh 2.3.11 Diberikan sistem

d&?l —

dr P

dzs (2.15)
— = —XI1.
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Solusi Sistem (2.15)) adalah x(t) = (z1(t), z2(¢)) dengan
x1(t) = Cysin(t) + Cycos(t)
xo(t) = Chcos(t) — Cysin(t).

Titik ekuilibriumnya adalah (0, 0). Jika diberikan syarat awal x(¢) = (x1(to), z2(t0)),

maka solusi MNA-nya adalah

x1(t) = x1(to) cos(t — to) + xa(to) sin(t — to)

xo(t) = —x1(to)sin(t — to) + z2(to) cos(t — to).
Diperhatikan bahwa
[(z1(2), z2(2)) — (0,0)| =[x (0]
= @ 0 + (22 (0))?

dengan
(21 (£)* + (22 ()" = (21 (fo) cos (t — to) + w2 (to) sin (t — to))”

+(=y (to) sin (t — to) + 22 (to) cos (t — to))?

= (21 (to))cos? (t — to) + (22 (to)) sin® (t — to)
+211 (to) cos (t — to) ma (to) sin (¢ — to)
+(1 (to))?sin® (t — to) + (22 (tg))*cos? (t — t)
— 21, (to) sin (t — to) @s (to) cos (t — to)

= (1 (to))cos? (t — to) + (22 (to))’sin® (t — to)
+(z1 (to))?sin® (t — to) + (22 (tg))*cos? (t — t)

= [(z1 (t))* + (22 (t0))?] [sin? (t — to) + cos? (t — to)]

= (21 (to))” + (22 (t0))’

sehingga diperoleh

Ix@I = /(@ (to))2 + (a2 <to>>2
< 2\/ ZBl to SBQ to
= 2||z1 (to) , 22 (to)]]

= 2x (to)]|, ¥t > to.
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Jadi, untuk setiap € > 0, dipilih 6 = %e, sedemikian sehingga untuk setiap x()
dengan [[x(to)|| < & berlaku [x(1)] < |2x(to)]| < 26 = 2.% eVt > t atau
titik ekuilibrium (0, 0) stabil. Selanjutnya, solusi x(t) = (z(t), z2(¢)) merupakan
fungsi trigonometri berupa fungsi sinus dan cosinus, sehingga

tliglo z1(t) = tlggo (21 (to) cos (t — to) + @2 (ty) sin (t — o)) tidak ada
dan

tllglo To(t) = tlgglo (=1 (to)sin (t — to) + 2 (to) cos (t — tp)) tidak ada.
Hal ini dikarenakan cos(t — t() dan sin(¢ — t¢) selalu berosilasi diantara —1 dan 1,

dengan demikian kurvanya tidak mendekati (0, 0) untuk ¢ — oco. Jadi, titik ekuili-

brium (0, 0) Sistem (2.15)) stabil.

Contoh 2.3.12 Diberikan sistem

de‘l

_ = _I'l

dt

dry , (2.16)
dt = 2T9.

Solusi Sistem (2.16) adalah x(t) = (x1(t), z2(t)) dengan

zi(t) = Ae?

1’2(?5) = Bezt.

Titik ekuilibriumnya adalah (0, 0). Akan dibuktikan bahwa titik ekuilibrium terse-
but tidak stabil. Dengan kata lain akan dibuktikan bahwa Je > 0,V§ > 0, Ix(?)
dengan ||x(tg)|| < ¢ tetapi ||x(t)|| > ¢, untuk suatu ¢ > ¢,. Jika diberikan syarat
awal x(tg) = (x1(to), z2(to)), maka solusi MNA-nya adalah

$1(t> = I1<t0)€t07t

.1'2(t) = $2(t0)€2(t_t0).
Dipilih € = 1, sehingga diperoleh

1. Untuk setiap J, dengan 0 < § < 1, maka untuk ||x(to)|| < § < 1 dan

1
t>ty+ =1In
0 l‘z(to)

2 >t diperoleh
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[Gz1 (8), 22 (1) = (0,0) = [Ix(®)]

2. Untuk setiap 9, dengan 6 > 1, maka untuk

(a) ||x(to)|| < 1 selanjutnya sama dengan poin 1.
(b) 1 <||x(to)|| < ¢ dipilih t = ¢, sehingga diperoleh

Ix(@)] = [x(t)l = 1 =€

Dengan demikian, jika dipilih ¢ = 1, maka untuk setiap 0 > 0, terdapat
x(t) dengan ||x(to)|| < o tetapi ||x(¢)|| > €, untuk suatu ¢ > ¢,. Jadi, titik
ekuilibrium (0, 0) Sistem (2.16) tidak stabil.

Jika suatu titik ekuilibrium stabil, maka penyelesaiannya berada di sekitar
titik ekuilibrium. Jika titik ekuilibrium stabil asimtotik, maka penyelesaian akan
menuju ke titik ekuilibrium. Jika titik ekuilibrium tidak stabil, maka penyelesaian

akan menjauh dari titik ekuilibrium (Subiono,2010).

2.4. Sistem Persamaan Diferensial Linier dan Kestabilan Titik Ekuilibrium-
nya

Ditinjau kembali Sistem (2.6). Jika masing-masing fungsi f1, fs, ..., f,, pada

Persamaan (2.6) merupakan fungsi linier dari variabel bebas ¢ dan variabel tak be-

bas x1, o, ..., x,, maka sistem tersebut disebut sistem persamaan diferensial linier
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(Boyce dan DiPrima/1997). Jika z(¢) merupakan variabel tak bebas dengan variabel
bebas ¢, 2/ (t) atau @(t) adalah turunan dari z(¢) terhadap ¢ dan a(t) adalah koefisien

dari z(t), maka sistem dari n persamaan diferensial linier orde n dapat ditulis dalam

bentuk
an + apr + ...+ al(n_l)l'(nfl) + aln:z:(") = f (t)
a1 T + At + ... + asn-1y 2" + ag, 2™ = fo(t)
an1T =+ anQ.’L'/ + ...+ an(n_l)x(nil) -+ annx(n) == fn(t)

Sistem dari n persamaan diferensial linier orde satu adalah

tq1(t) = 2 (t) = ann(t)x1(t) + ar2(t)x2(t) + ... + a1, (H)x,(t) + f1(t)
Tn(t) = 20 (1) = an1(t)21(t) + an2(t)z2(t) + ... + apn (), (t) + fult).
Sistem dapat ditulis dalam bentuk matriks
) | e an® o an | [wo | [ Ao ]
1’2-(75) _ azl.(t) a22‘(t) . a21.(75) 1’2.(75) N f2.(75) |
i (1) i i an1(t) an2(t) -+ analt) 1L T (t) i | fa(t) i
yang dapat ditulis dalam bentuk
x(t) = A(t)x(t) + f(t). (2.18)

Jika fungsi f(¢) = 0, maka Sistem (2.18)) dikatakan homogen, sehingga dapat ditulis

dalam bentuk

$1<t) a1 (t) alg(t) tee Clln(t) I1<t>

io(t) _ a21.(t) a22.(t) a21.(t) x2.<t> . (2.19)

T (t) Ap1(t)  ana(t) -+ apn(t) (1)
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Jadi, Sistem (2.19) dapat ditulis dalam bentuk

Jika koefisien sistem merupakan konstanta, maka Sistem (2.19) dapat ditulis dalam

bentuk _ _ _ o _
1 (t) air Q2 - Qg x1(t)
xn(t) Anp1 Gp2 - App xn(t)

yang secara singkat dapat ditulis dalam bentuk
x(t) = Ax(t).

Penyelesaian kualitatif Sistem (2.20) dilakukan dengan cara menentukan
kestabilan titik ekuilibrium dengan menganalisis bagian real dari nilai eigen ma-
triks A. Berikut ini dijelaskan definisi yang berhubungan dengan nilai eigen Sistem

(2.20).

Definisi 2.4.1 (Olsder,|1998) Misalkan A adalah matriks berukuran n x n. Nilai ei-
gen dari matriks A adalah akar-akar karakteristik dari polinomial det(A — \I) = 0,

atau ditulis dalam bentuk
A\ 4+ A" Aoy =0, (2.21)
dengan o, = 1.

Selanjutnya, berikut ini dijelaskan teorema yang dapat digunakan untuk me-

ngetahui kestabilan titik ekuilibrium sistem linier.

Teorema 2.4.2 (Edwards dan Penney,2000) Jika matriks A sistem X = Ax mempu-
nyai nilai eigen \i, \o, ..., \,,, dan Re(\y,) adalah bagian real dari nilai eigen \y,

maka kestabilan titik ekuilibrium (7, x5, ..., x}) = (0,0, ..., 0) dikatakan

1. stabil asimtotik lokal, jika Re(\;) < 0,Vk=1,2,...n,
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2. stabil, jika Re(\;) <0,Vk=1,2,....,n, dan

3. tidak stabil, jika Re(\) > 0, untuk suatu k.

Kemudian diberikan contoh penentuan titik ekuilibrium dari suatu sistem

persamaan diferensial beserta potret fase di sekitar titik ekuilibrium.

2.5. Potret Fase

Diberikan sistem

dx_

A 2.22
7 X, (2.22)

dengan A adalah matriks konstanta berukuran 2 x 2 dan x adalah vektor 2 x 1.

Solusi Sistem adalah fungsi vektor x = ®(t) yang memenuhi persa-
maan diferensial. Fungsi tersebut dapat ditinjau sebagai representasi parametrik atas
kurva pada bidang xy. Kurva ini sering dipandang sebagai lintasan atau trayekto-
r1 yang dilintasi oleh perpindahan partikel yang mempunyai kecepatan % Bidang
xy sendiri disebut sebagai bidang fase dan kumpulan representatif trayektori disebut
sebagai potret fase (Boyce dan DiPrima,[1997). Lebih lanjut, potret fase merupakan
gambar semua kurva solusi, namun bukan gambar solusi secara keseluruhan tetapi

hanya gambar trayektori yang mewakili.

Contoh 2.5.1 Diberikan sistem linier

% =4x + 229 023
@ = —3r] — To. .
dt
Persamaan dapat ditulis dalam bentuk matriks
dxq
ar | 4 2 T
% -3 -1 To

Dimisalkan matriks A sebagai
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Nilai eigen matriks A diperoleh dari polinomial det(A — AI) = 0 yaitu

4 2 1 0
det - A =0
-3 -1 01
4 — A\ 2
& =0
-3 —=1-2A

& A=N)(-1-N+6=0

& N=3A+2=0
& A=2)(A=1)=0,
sehingga diperoleh dua nilai eigen yaitu \; = 2 atau A\ = 1. Karena Re(\;) > 0

dan Re()2) > 0, maka berdasarkan Teorema [2.4.2] titik ekuilibrium (0, 0) Sistem
(2.23) adalah tidak stabil. Solusi umum Sistem (2.23) adalah

T (t) = 01€2t + C2€t
3
zo(t) = —cie? — 5026t.

Berikut ini adalah potret fase untuk Sistem (2.23).

e a3 e e, S, T T e T T, e, Ty
T T Y
e TR S N T R e e Tl
] S T T T ey Ty T Ty
tw%‘u“w\&\&‘w\\‘x

] e T g, T T Ty Ty, T Ty ™y
CE ™ ™ S e e N N N
B e N N e T N e
T Mg M Ty Ty T T Ty My Ty
e e
T

R SR e e
EYTNE EEN
RN, R R R SR e
s Mt IR R e T e
L N Ny
B T T T R T
e
B T T,
L N
T T T e T T B e e e [ e e
T e e T e T N B T, T e
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Berdasarkan Gambar (2.1)) terlihat bahwa titik ekuilibrium (0, 0) tidak stabil. Ga-
ris biru pada Gambar (2.1)) menyatakan solusi khusus Sistem (2.23)) dengan empat

syarat awal berbeda, yaitu

dan setiap syarat awal menghasilkan suatu grafik.

2.6. Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier dan Kestabilan Titik Ekuilibri-

umnya

Diperhatikan kembali Sistem (2.6). Jika masing-masing fungsi fi, fa, ..., fn
pada Persamaan (2.6) bukan fungsi linier dari variabel bebas ¢ dan variabel tak bebas
x1, s, ..., Tn, maka sistem tersebut disebut sistem persamaan diferensial nonlinier
(Boyce dan DiPrima,1997). Sistem otonomus yang berisikan persamaan-persamaan

diferensial nonlinier orde satu dapat ditulis dalam bentuk

dx

d_tl = f1($1,9€27 an)

dlEQ

— = folx1, 29, ..., )

at T (2.24)
dz,

E = fn($1,$27-~-,$n)-

Jika x* = (3,23, ...,2}) adalah titik ekuilibrium Sistem nonlinier (2.24), maka

cey n

diperoleh
f[i(x*) = fo(x*) = ... = f,(x*) =0.

Perilaku penyelesaian Sistem nonlinier (2.24) disekitar titik ekuilibrium da-
pat ditentukan melalui linierisasi sistem dengan menggunakan ekspansi deret Taylor

di sekitar titik ekuilibrium x* = (x7, 235, ..., x} ), yaitu
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d df1(x* df1(x

% = f1(x*)+ J;ix )(xl —z)+ ...+ J(‘;li: )(Jcn —z)
1 2 *
58 szc(; )(371 — )+

d d fo(x* dfa(x*

L~ pe)+ s 22, )
1 2 *
58 gi;(‘f J(ar — a1 .. (2.25)

1

% = fulx") + f@:f:? )(33'1 —z)+ ...+ J;T(j)(:cn — )
1% fu(x* .
2 ];:v(fx )(5131 — i)+

Linierisasi Sistem (2.24) di sekitar titik ekuilibrium x* = (z7, x3, ..., z) di-
lakukan dengan cara mengabaikan suku-suku yang pangkatnya lebih dari satu pada
hasil ekspansi deret Taylor di sekitar titik tersebut (Machowsky, dkk,[2008)). De-

ngan mengabaikan suku-suku yang mempunyai pangkat lebih dari satu pada Sistem

(2.25), diperoleh

% _ agi" V=) + ‘9];1;" )@ 22) + . + 81;1;" ) — 27
1 2 n
drs _OR(), o OBO)ORG)
a0 (z1—27) + Dy (w2 — 23) + ... + oz (Tn — 2, (2.26)
dl’n _ afn(x*) * afn(x*) * afn(x*) *
el . (1 —a]) + 02 (g —a3) + ... + or. (x, — )
Sistem (2.26) dapat ditulis dalam bentuk
Cdry 7 [ OAK) 0AKY) 0 OAKT) T . -
Cfl_t 0x; 0xs ox,, Ty — 1]
dxy Of(x") Of(x)  0f2(X7) -
dt = 81'1 a:L'Q a$n 2 2
don || 0fx) OhG) ORG) || 4
L dt - L a[[}l 81'2 al'n 4 - )

Selanjutnya, didefinisikan

* * *
Wy =T] — T, W] = Tg — Ty ey Wy, = Ty — T (2.27)
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sehingga diperoleh

dw, dxry dwsy  dxo dw,  dw,

dt - odtdt  dt 7T dt  dt
Persamaan-persamaan pada (2.27) dan (2.28)) disubstitusikan ke Sistem (2.26), se-

(2.28)

hingga diperoleh hasil linierisasi Sistem nonlinier (2.24) di sekitar titik ekuilibrium

x* = (zf, 2%, ..., 27) yaitu

eey n

dw;  Ofi(x¥) Of1(x*) Of1(x*)
dt = 8301 w1y + 8$2 wy + ... + axn Wy,
dwy  Ofy(x¥) 0 fa(x*) O fa(x")
a o w1 + Dy Wy + ... + . Wy, (2.29)
dw,  Ofn(x") O fn(x*) O fn(x*)
dt = axl w1 + 81'2 wy + ... + axn W,
atau ) )
[ dw1 T afl (X*) 8f1 (X*) o 8fl (X*> ~ _
_t axl 61'2 agpn w1
dwz Op(x) Ofp(x) LX) ||
dt = axl axQ al»n 2
dwn 3fn (X*) 3fn (X*) o afn (X*) w,
L dt L (9171 (9.172 8% I h
atau
dw
o = JataseanW

Matriks J(z; 25,2 disebut sebagai matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium

-----

x* = (27,25, ..., 2%).

Ty
Sifat kestabilan titik ekuilibrium suatu sistem nonlinier dengan sifat kesta-
bilan sistem linierisasinya dapat dihubungkan jika titik ekuilibriumnya merupakan

titik ekuilibrium hiperbolik.

Definisi 2.6.1 (Perko,2000) Diberikan x* = (x7, x5, ..., x}) titik ekuilibrium Sistem

nonlinier (2.24)). Titik x* = (x3, 23, ..., x¥) disebut titik ekuilibrium hiperbolik jika

eey n

bagian real dari semua nilai eigen Ji,x o5 .. o+ tidak nol. Titik x* = (27, 25, ..., ;)

7777 T tn

disebut titik ekuilibrium nonhiperbolik jika terdapat nilai eigen Jyx o5 .x) yang

bagian realnya nol.
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Jika x* = (27,23, ...,x}) titik ekuilibrium hiperbolik, maka hubungan si-
fat kestabilan titik ekuilibrium x* = (27, 23, ..., x}) dengan sifat kestabilan sistem

linierisasinya diberikan dalam Teorema berikut.

.....

[2-29).

1. Jika semua bagian real nilai eigen dari matriks Jx o5, . .x) bernilai negatif,

.....

maka titik ekuilibrium x* = (x5, x5, ..., x2) dari Sistem nonlinier (2.24)) stabil

asimtotik lokal.

2. Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen dari matriks Ji: o5, . 2x) yang
bagian realnya bernilai positif, maka titik ekuilibrium x* = (z7, %, ..., z%)

dari Sistem nonlinier (2.24)) tidak stabil.

Contoh 2.6.3 Diperhatikan kembali Sistem (2.10). Sistem tersebut mempunyai ti-
ga titik ekuilibrium, yaitu (0,0), (3,0), dan (5,2). Selanjutnya, akan dilakukan
linierisasi di sekitar titik-titik ekuilibrium tersebut untuk mengecek kestabilannya.

Matriks Jacobian hasil linierisasi di sekitar titik ekuilibrium (z*, y*) adalah

od 0t
J _ Jr dt Oy dt
T 0dy 9 dy
L 81’ dt (9y dt (x,y):(x*,y*)
_2(—3x+x2—x) 2(—3:1z—i—x2—x)
_ ox 5 4 Jy 5 4
= (=5y + zy) - (=5y + zy)
L al’ 8y (z,y)=(z* y*)

—3+2z—vy —T

-5+
- Y (zy)=(z*y*)

1. Linierisasi di sekitar titik ekuilibrium (0, 0).
Hasil linierisasi Sistem di sekitar titik ekuilibrium (0, 0) adalah
dx
dt = oo | ] (2.30)

dy
dt
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dengan Jo o) matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium (z*,y*) = (0,0)

yaitu
—34+20-0 0
Joo =
0 —5+0
-3 0
0 -5

Persamaan karakteristik untuk /(o) adalah

det(Jo0) — M) =0
- —3—-A 0 0
0 —5—A

& (=3=XN)(=b—\) =0,
sehingga diperoleh dua nilai eigen yaitu \; = —3 atau A, = —5. Karena
Re(\;) < 0 dan Re(\;) < 0, maka berdasarkan Teorema titik ekui-
librium (0,0) Sistem linier (2.30) adalah stabil asimtotik lokal. Selanjut-
nya, karena Re(\;) # 0 dan Re();) # 0, maka berdasarkan Definisi [2.6.1]
titik ekuilibrium (0, 0) adalah titik ekuilibrium hiperbolik, sehingga berdasar-
kan Teorema 2.6.2] titik ekuilibrium (0, 0) Sistem nonlinier juga stabil

asimtotik lokal.

. Linierisasi di sekitar titik ekuilibrium (3, 0).

Hasil linierisasi Sistem (2.10) di sekitar titik ekuilibrium (3, 0) adalah

dx

T x

CCllt - J(g}o) N (231)
Y

— Yy

dt

dengan J(3 o) matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium (z*,y*) = (3,0)

yaitu
—3+23-0 -3
Ji0) =
0 —5+43
3 -3

0 -2
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Persamaan karakteristik untuk J3 oy adalah

det(J(Q)’[)) — )\]) =0
3—XA =3
< =0
0 —-2-2A

o (3-M\)(—2-A\) =0,

sehingga diperoleh dua nilai eigen yaitu A\; = 3 atau A, = —2. Karena
Re(A;) > 0 dan Re(\;) < 0, maka berdasarkan Teorema titik ekui-
librium (3,0) Sistem linier (2.31) adalah tidak stabil. Selanjutnya, karena
Re(\1) # 0 dan Re(\y) # 0, maka berdasarkan Definisi titik ekuilibri-
um (3, 0) adalah titik ekuilibrium hiperbolik, sehingga berdasarkan Teorema

2.6.2] titik ekuilibrium (3, 0) Sistem nonlinier (2.10) juga tidak stabil.

. Linierisasi di sekitar titik ekuilibrium (5, 2).

Hasil linierisasi Sistem (2.10) di sekitar titik ekuilibrium (5, 2) adalah

dx

N X

A1 = Je) , (2.32)
a4 y

dt

dengan J(5 5y matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium (z*,y*) = (5,2)

yaitu
—34+25-2 -5
Jo2) =
2 —5+5
5 =5
2 0

Persamaan karakteristik untuk J5 oy adalah

det(J(572) — /\]) =0
d—A =5
< =0
2 =

& “Ab=N+=0

& A2—BA+10=0,
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sehingga diperoleh
N e E VA ()
1,2 2(1>

_ 544/25 40

B 2

5 E+/15i

- 5 .

5 V15 5 15

Jadi, diperoleh dua nilai eigen yaitu \; = 3 + Tz’ atau \y = 3~ Tz’.

Karena Re(\;) > 0 dan Re(\y) > 0, maka berdasarkan Teorema [2.4.2] titik
ekuilibrium (5, 2) Sistem linier (2.32)) adalah tidak stabil. Selanjutnya, karena
Re(\1) # 0 dan Re(\y) # 0, maka berdasarkan Definisi titik ekuilibri-

um (5, 2) adalah titik ekuilibrium hiperbolik, sehingga berdasarkan Teorema

2.6.2} titik ekuilibrium (5, 2) Sistem nonlinier (2.10) juga tidak stabil.

Berikut ini adalah potret fase untuk Sistem (2.10).
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Gambar 2.2 Potret Fase untuk Sistem (2.10)

Berdasarkan Gambar (2.2)) terlihat bahwa titik ekuilibrium (0, 0) stabil asimtotik
lokal, titik (3, 0) tidak stabil, dan titik (5, 2) tidak stabil. Garis biru pada Gambar
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(2.2) menyatakan solusi khusus Sistem (2.10) dengan tujuh syarat awal berbeda,

yaitu

T 0 :4,1’2 0) = —0,1,
z1(0) =5,29(0) =1
dan setiap syarat awal menghasilkan suatu grafik.
2.7. Himpunan Invarian Positif
Diberikan sistem
x = f(x) (2.33)

denganx € D C R". Diberikan x* titik ekuilibrium Sistem (2.33) danx* € D C R".

Definisi himpunan invarian adalah sebagai berikut.

Definisi 2.7.1 (Verhulst,|1985) Himpunan M C D disebut himpunan invarian jika
untuk sebarang syarat awal xq di dalam M, solusi sistem x(t, x), tetap berada di

dalam M, untuk setiap t € R.

Jika x(t,z9) € M, ¥t > 0, maka himpunan M disebut himpunan invarian

positif.

Contoh 2.7.2 Diberikan sistem

diEl

_ = _xl

ddt (2.34)
2 _ Ty + 23

dt 2T

Berikut ini adalah potret fase untuk Sistem (2.34).
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Gambar 2.3 Potret Fase untuk Sistem (2.34)

Garis biru pada Gambar (2.3) menyatakan solusi khusus Sistem (2.34) dengan de-

lapan syarat awal berbeda, yaitu

(0) )

21(0) = —3, 22(0) = —2;
21(0) = 3, 22(0) = —5;
21(0) = —3, 25(0) = —5;
21(0) = 1, 22(0) = 1;
21(0) = —1, 25(0) = 1;
21(0) = 1, 25(0) = —2;
21(0) = —1,25(0) = —2

dan setiap syarat awal menghasilkan suatu grafik.

Solusi Sistem (2.34) dengan syarat awal (z19, 220) adalah

il (t) = ZL’10€71E
2

X _
To(t) = xo0e’ + %(et —e ).
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1
Diperhatikan himpunan S = {x € R?|zy(t) = —gx%(t)} Jika (219, x2) € S,
1 1 1
maka 99 = —gaﬁo dan x1(t) = z0e~". Karena zo(t) = —§:cfoe_2t = —gx%(t),

maka himpunan S invarian.

2.8. Kriteria Routh-Hurwitz

Perhitungan nilai eigen dari suatu polinomial seringkali tidak mudah dila-
kukan. Jika hal itu terjadi, maka dapat digunakan metode lain yang dikenal de-
ngan kriteria Routh-Hurwitz. Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz digunakan untuk
mengecek langsung kestabilan berdasarkan koefisien polinomial tanpa menghitung
akar-akar dari polinomial yang ada (Olsder,1998)). Diberikan teorema tentang bagi-

an real pembuat nol suatu polinomial sebagai berikut.

Teorema 2.8.1 (Hanh,|1967) Jika pembuat nol pada polinomial
P(A) = agA\" + a; N P+ an ) +ay, (2.35)

mempunyai bagian real negatif, maka

B0, 50,... o, (2.36)
on) ao Qo

Selanjutnya, tanpa mengurangi keumuman, diambil ay, > 0 agar semua ko-

efisien dari Polinomial (2.35)) bertanda sama, sehingga dapat dibentuk

C10 = Qg, C20 = G2,C30 = Q4,C4p0 = Gg,

C11 = G1,C21 = Q3,C31 = A5,C41 = Q7.

. Qo
Jika ry = —, maka
a1

Cl2 = Qa2 — 7203,

C22 = Q4 — T20s5,

C3za2 — Qg — T207.
Selanjutnya, dimisalkan r; = -2 , sehingga

C1(j-1)

Cij = Cli+1)(j—2) — TiC3+1)(j—2)>
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dengan: =1,2,...,5 =1,2,...,dan ¢y, = c,.
Jika n = m, maka c(;u41)0 = C(m+1)1 = Cimt+1)2 = Cm+1)3 = 0.

Jikan =2m — 1, maka ¢,,0 = an_1, Cn1 = A, Cm2 = Cmz = 0.

Teorema 2.8.2 (Hanh|1967) Pembuat nol dari Polinomial mempunyai bagian
real negatif jika dan hanya jika Pertidaksamaan dipenuhi dan

C11 >0,612>O,...,Cln>0.

Selanjutnya, diberikan definisi matriks Hurwitz sebagai berikut.

Definisi 2.8.3 (Gantmacher,[1959) Diberikan Polinomial dengan ay > 0 dan
ay bilangan real, dengan k = 1,2, ..., n. Matriks Hurwitz untuk Polinomial

didefinisikan sebagai matriks bujur sangkar berukuran n x n, yaitu

a; Qo 0 0o ... 0 0
as Qs a1 Gg ... 0 0
as Qa4 Q3 Qo ... 0 0
H=| " 7 _ . (2.37)
0O 0 0 O Ap—1 Qp—2
0O 0 0 O 0 Qy,

Determinan matriks Hurwitz tingkat ke-k dinotasikan dengan A\, dengan

k = 1,2,...,n yang dibentuk dari matriks Hurwitz (2.37) didefinisikan sebagai

berikut.
Ay = lay
a1 Qo
Ny =
az ag
aiy Qg 0
A3 = as Qo Q7
as a4 ag
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ai; Qg 0 0O ... 0
as as @1 ag 0
An = as a4 a3z ag 0

0O 0 0 0 0 a,

Berikut ini adalah teorema tentang kriteria Routh-Hurwitz yang menjamin pembuat

nol Polinomial (2.35) mempunyai bagian real negatif.

Teorema 2.8.4 (Gantmacher,|1959) Pembuat nol dari Polinomial mempunyai
bagian real negatif jika dan hanya jika Pertidaksamaan (2.36) dipenuhi dan

A1 >0,0>0,...,0, >0. (2.38)

Bukti. Diketahui pembuat nol Polinomial mempunyai bagian real negatif.
Akan dibuktikan Pertidaksamaan-pertidaksamaan dan dipenuhi. Ber-
dasarkan Teorema [2.8.1] Pertidaksamaan (2.36) jelas dipenuhi. Berdasarkan Defi-
nisi[2.8.3] Polinomial (2.33]) dapat dibentuk menjadi matriks Hurwitz (2.37). Selan-
jutnya, matriks Hurwitz diubah ke dalam bentuk matriks singular. Langkah
pertama yaitu dengan menjumlahkan kolom ke-2, 4, . . . secara berturut-turut dengan
hasil perkalian negatif dari r, = % dengan kolom ke-1, 3, . ... Selanjutnya, men-
jumlahkan kolom ke-2k, dan seteru;nya sampai diperoleh nol diatas diagonal utama

matriks dan diperoleh c;1, c19, . . ., 1, pada diagonal utamanya. Dengan demikian,

diperoleh determinan matriks triangular berikut.

AQ A3 An
—— == .. = . 2.
N , C13 Ay ) » Cin Ao (2.39)

cii=a1 =0, c10 =
Berdasarkan Persamaan (2.39)) diperoleh
AN =c11, DNy =19y, ..., DNy = C1n N1
Berdasarkan Teorema karena c;; > 0,c¢12 > 0,..., c1, > 0, maka diperoleh

AN >0,09>0,...,0, >0.
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Jadi, terbukti bahwa jika pembuat nol Polinomial (2.35) mempunyai bagian real ne-
gatif, maka Pertidaksamaan-pertidaksamaan dan dipenuhi. Selanjut-
nya, diketahui Polinomial memenuhi Pertidaksamaan-pertidaksamaan (2.36)
dan (2.38). Akan dibuktikan bahwa pembuat nol Polinomial (2.35) mempunyai ba-
gian real negatif. Diketahui bahwa Polinomial (2.35) memenuhi Pertidaksamaan
dan ay > 0, artinya a;, > O dengan k& = 1,2, ... n. Selanjutnya, berdasarkan
Pertidaksamaan (2.38), maka Persamaan (2.39) menjadi

c11 = Al >0
_ L >0
Ci2 = A
A
n = > 0.
“a An—l
Dengan demikian, diperoleh c¢;; > 0,c¢12 > 0,...,c1, > 0, sehingga berdasarkan

Teorema|2.8.2] pembuat nol Polinomial mempunyai bagian real negatif. Jadi,
terbukti bahwa jika Polinomial (2.35) memenuhi Pertidaksamaan-pertidaksamaan
(2.36) dan (2.38), maka pembuat nol Polinomial (2.35) mempunyai bagian real ne-
gatif. |

Contoh 2.8.5 Diberikan polinomial
A+ TN+ 1404+ 8 = 0. (2.40)

Nilai eigen Pesamaan adalah \; = —2, Ay = —1, dan \3 = —4. Selanjut-
nya, akan diselidiki bagian real nilai eigen Persamaan dengan menggunakan
kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan Persamaan , diperoleh ay = 1, a1y = 7,
as = 14, dan a3 = 8, sehingga
A T N N S
a1 a1 ap 1

Matriks Hurwitz untuk Persamaan (2.40) adalah
a; Qg 0
H=1a3 ay a

0 0 as



37

Berdasarkan matriks A diperoleh determinan matriks Hurwitz sebagai berikut.

Al - |CL1|:7>0,
a; Qg 7 1

Ny = = =7(14) — 8(1) =98 — 8 =90 > 0,
as ag 8 14
a1 Qo 0 7 1 0

Ns = |ag ay a; |=|8 14 7 |=7(14)(8) —8(8) =720 > 0.
0 0 as 0 0 8

Karena 27 >0, 2 =14>0, 2 =8>0dan Ay, =7 >0, Ay = 90 > 0,
Qo Qo ao

As = 720 > 0, maka berdasarkan Teorema diperoleh bahwa semua bagian

real nilai eigen dari Polinomial (2.40)) bernilai negatif.

2.9. Second Additive Compound Matrix

Misal X matriks m x n dengan entri-entri a;; bilangan real atau kompleks.
Jika m = n, maka additive compound matrix ke-k, X K] dari matriks X yaitu ma-
triks "Cj, X" C (Muldowney,2008). Untuk suatu bilangan bulat i = 1, ....," C}, di-
pilih (i) = (i1, ..., i) sebagai elemen ke-i pada lexicographic ordering dari semua
k-tupel bilangan bulat sedemikian sehingga 1 <1¢; < ... <4, <n. Jikay = X (k]

maka elemen dari Y, y;; adalah sebagai berikut.

2. yi; = (—1)"**x,_; , jika tepat satu entri 75 dalam (7) tidak termasuk dalam ()

dan j, tidak termasuk dalam (7),
3. yi; = 0, jika (¢) berbeda dari (j) dalam dua atau lebih entri.
Dalam kasus khusus untuk £ = 1, k¥ = n, berlaku
XU = x, X = tr(X).

Second additive compound matrix dari matriks X adalah additive compound matrix

ke-2 dari matriks X, dinotasikan dengan X [21,
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Contoh 2.9.1 Diberikan matriks berukuran 3 x 3

11 12 T13 11 aiz2 A3

1] — — _
X =X= To1 T2 T23 - Q21 Q22 A3
xr31 T32 T33 a3; daz2 G33

Diperoleh n = 3 dan karena akan dicari second additive compound matrix X (2l

3!
maka k = 2 sehingga diperoleh "C), = 3C, = 2‘(3—2)| = 3. Selanjutnya,

diperhatikan tabel berikut.

Tabel 2.1 Penentuan Second Additive Compound Matrix

1=1,2,31= (21722) j:1,2,3;j—(j1,j2)
(1> = (172) (117 12) (1) = (172) = (117 12)
(2) =(1,3) = (21,2) | (2) =(1,3) = (21,22)
(3) =(2,3) = (31,32) | 3) =(2,3) = (31,32)

Berdasarkan Tabel [2.1] diperoleh

1. jika?z =1, 7 = 1, maka

Y11 = Tiy1; T Tip1, = T11 + Tz = a11 + Ao,
2. jika? =2, 5 = 2, maka

Y22 = T2,2, + T252, = T11 + T3z = 11 + A3,
3. jikai = 3, j = 3, maka

Y33 = 3,3, T 3,3, = T2 + T33 = Q22 + A33,
4. jikat =1, 7 = 2, maka

Y12 = (—1)2+2$1222 = T23 = Q23

5. jikaz =1, 7 = 3, maka

_ 142 _ _
Y13 = (—1) 21,3, = —T13 = —a3,
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6. jika: =2, 5 = 1, maka
Y21 = (—1)2+2I2212 = T32 = 432,
7. jikae = 2, 7 = 3, maka
Y23 = (—1)1+15€2131 = Z12 = A12,
8. jikai =3, j = 1, maka

Y31 = (_1)2+1

T3,1;, = —T31 = —0a3z1,
9. jika? = 3, 7 = 2, maka

_ 1+1 _ _
Ys2 = (_1) T3,2; = T21 = G21,

sehingga diperoleh second additive compound matrix dari matriks X yaitu

Y11 Y12 Y13 a1 + ag2 23 —ai3
2
XPI = Yo1 Yoo Yo3 | = aso a1 + ass a2 . (2.41)
Y31 Ys2 Yss —asy ao1 Qg9 + Q33

Selanjutnya, diberikan Lemma yang berhubungan dengan second additive
compound matrix yang digunakan untuk mengecek bagian real nilai eigen suatu

matriks.

Lemma 2.9.2 (Shi, dkk,2014) Misal M matriks berukuran 3 x 3 dengan entri-entri
bilangan real. Jika tr(M), det(M), dan det(M?) semuanya negatif, maka semua

nilai eigen dari matriks M mempunyai bagian real yang negatif.

Contoh 2.9.3 Diberikan matriks M berukuran 3 x 3 sebagai berikut.
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Nilai eigen matriks A/ diperoleh dari polinomial det(M — AI) = 0 yaitu

-2 0 0 100
det 2 -1 0 A0 10 =0
0 5 -4 0 01
—2-X 0 0
& 2 —1—-A 0 =0
0 D —4— A

& (=2 N (=1-A)(-4—)\) =0,

sehingga diperoleh tiga nilai eigen yaitu \; = —2, Ay = —1 atau \3 = —4. Dengan
demikian, Re(A;) < 0, Re(A\2) < 0, dan Re(\3) < 0.

Selanjutnya, nilai tr(M), det(M), dan det(M ) adalah sebagai berikut.
1. Nilai tr(M)
tr(M)=—-2-1—4=-7<0.

2. Nilai det(M)

-2 0 0
det(M)=] 2 -1 0 |=-8<0.
0O 5 -4

3. Nilai det (M)
Berdasarkan Persamaan (2.41) diperoleh second additive compound matrix

dari matriks M yaitu

-2-1 0 0 -3 0 0
MP = 5 —2-4 0 =| 5 -6 0 |,
0 2 -1-4 0 2 -5
sehingga diperoleh
-3 0 0
det(MPh=| 5 _—¢ 0 |=-90<0.



41

Karena tr(M) < 0, det(M) < 0, dan det(M?) < 0, maka berdasarkan Lemma
diperoleh bahwa semua nilai eigen dari matriks A/ mempunyai bagian real

yang negatif.

2.10. Model Epidemi

Kejadian penularan penyakit dapat dimodelkan ke dalam bentuk matema-
tis, yaitu model epidemi (Ma dan Li,[2009). Model epidemi dapat digunakan un-
tuk mempertimbangkan strategi-strategi dalam mengendalikan penyebaran penya-
kit. Model epidemi juga dapat digunakan untuk membantu memprediksi pengenda-

lian penyakit di masa yang akan datang agar tidak terjadi wabah.

Model epidemi yang paling sederhana adalah model SI. Pada model ini, po-
pulasi yang diamati terbagi menjadi dua kompartemen, yaitu subpopulasi rentan S
(susceptible) dan subpopulasi terinfeksi dan menularkan I (infectives). Pada tahun
1927, Kermack-Mckendrick memperluas model S menjadi model SIR dengan
menambahkan subpopulasi sembuh R (recovery) (Ma dan Li1,[2009). Selanjutnya,
model epidemi semakin berkembang disesuaikan dengan sifat-sifat penyakit yang
terjadi.

Pada model epidemi terdapat dua jenis titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibri-
um bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium bebas penyakit
adalah titik ekuilibrium pada saat tidak ada penyakit dalam populasi. Titik ekui-
librium endemik adalah titik ekuilibrium pada saat terdapat penyakit dan penyakit

tersebut menyebabkan epidemi pada populasi.

2.11. Angka Rasio Reproduksi Dasar

Angka rasio reproduksi dasar (Rj) adalah rata-rata jumlah infeksi kedua
yang dihasilkan oleh satu individu terinfeksi dan menularkan dalam keseluruhan
subpopulasi rentan (Ma dan L1,2009). Angka ini menyatakan ukuran potensi terja-
dinya penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Jika Ry < 1, maka penyakit tidak

akan menyebar. Jika Ry > 1, maka jumlah individu yang terinfeksi akan meningkat
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seiring bertambahnya waktu dan penyakit akan menyebar.

Nilai Ry kadangkala dapat ditemukan pada saat menghitung nilai eigen ma-
triks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium bebas penyakit. Cara lain yang dapat
digunakan yaitu dengan menghitung radius spektral dari metode matriks generasi

berikutnya (the next generation matrix method) (Brauer, dkk,[1945)).

Definisi 2.11.1 (Brauer, dkk,|1945) Misalkan M matriks berukuran n x n dan
A1, A2,y .oy A adalah nilai-nilai eigen matriks M. Radius spektral matriks M di-

definisikan sebagai
p(M) = maks{|\i|}, i =1,2,...,n,
dengan |\;| adalah modulus dari \;.

Pada metode matriks generasi berikutnya, suatu kompartemen disebut kom-
partemen penyakit jika individu di dalamnya terinfeksi. Misalkan terdapat n kom-
partemen penyakit dan /m kompartemen nonpenyakit, dengan x € R” dany € R™
adalah subpopulasi pada masing-masing kompartemen tersebut. Model komparte-

men dapat ditulis sebagai berikut.

d
d_)t( = F<X>Y> - V(Xa y)
a (2.42)

Matriks F menyatakan infeksi baru yang terjadi. Dalam hal ini, tingkat infeksi ke-
dua menambah jumlah subpopulasi terinfeksi dan menularkan. Matriks )V menya-
takan perpindahan ke dalam dan ke luar kelas infeksi dan menularkan. Dalam hal
ini, tingkat perkembangan penyakit, kematian, dan kesembuhan mengurangi jumlah

subpopulasi terinfeksi dan menularkan.

Misalkan titik ekuilibrium bebas penyakit Sistem (2.42)) adalah Ey = (0,y*).

Selanjutnya, didefinisikan
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[ OF, 0F; 0F |
o &Y 35,V 0 gy Y
Py Py o Py
po | 9 V) o, &Y gz, %Y
OF, OFn OFn
, — (X, ’
L 0 1( 7) 8%( y) 9 n< 7) 4 (xy)=(0.y%)
dan
B 8V1 8V1 8V1 ]
o, XY gy, ¥ g Y
Vowy) DLy . P2y
V _ axl 7y ax2 7y 8 n 7y ,
i 8_1'1( 7y) ) ) (X7Y) 81'”( 7y) 1 xy)=(0)

dengan F' adalah matriks nonnegatif dan V' adalah matriks nonsingular.

Matriks generasi berikutnya adalah M = FV~!. Angka rasio reproduksi
dasar diperoleh dari

Ry = p(M),

dengan p radius spektral dari M.

Contoh 2.11.2 Diberikan model SET R sebagai berikut.

dsS

& - S — BSI

dt pd = b5

dFE

— = BSI—(u+r)E

dl (2.43)
%:RE—(M‘FO{)I

dR

E—Oé.[—,U/R,

dengan N = S+ E+ [+ R. Dalam hal ini parameter 11, x, 5, x, dan a berturut-turut
menyatakan laju kelahiran, tingkat kematian alami, laju kontak, tingkat perubahan

individu dari laten menjadi terinfeksi dan menularkan, dan tingkat kesembuhan.
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Berdasarkan Sistem (2.43)) diperoleh

E
X = )
I
S
y = )
R

sehingga dapat dibentuk model kompartemen

dx BSI — (n+r)E (2.44)
dt KE — (p+a)l

@ _ I —puS—pBSI (2.45)
dt al — uR

Selanjutnya, Persamaan (2.44) dapat ditulis sebagai

dx
% = ‘F(XJY) - V(Xay)
ST +k)E
o fl_’t‘ _ ST (p 4 ) , (2.46)

0 —KkE 4 (p+ o)l

dengan F menyatakan infeksi baru yang terjadi dan }V menyatakan perkembangan

penyakit, kematian, dan kesembuhan.

Berdasarkan Persamaan (2.46) diperoleh

Fi(x, ST
F(x,y) = Bt I ,
i «FQ(Xay) 0
Vi(x, +kK)E
Vi) = 1xy) | (1 + k) |
| Va(x,y) —kE+ (n+a)l
sehingga
%(X )%(X ) | [
0F2 . OF2 0 0 |
YTy ||
%(X )%( ) | [
gE ) aa] ) _ /L—i-li 0
ﬂ ﬁ —K + o«
8E(X’Y) a7 (x,¥) | i I




I1
Titik ekuilibrium bebas penyakit Sistem (2.43)) adalah £y = (—, 0,0, 0). Dengan
I

demikian, diperoleh matriks F' dan V/, yaitu

[ %(X )@(X )
o 9E Y a1 Y
%(X )@(X )
L 8E’ Y 0[ Y (x,y)(
o
[ 11
0 f5—
= M R
0 0
A% oV,
Vo 6_E<X’Y)W(X’y>
Vs O0Vs

> ) I
L OF <X y> ol (X y) (x,y)= (—,0,0,0
1

W+ K 0

-k putao

Matriks generasi berikutnya untuk Sistem (2.43)) adalah

M = FV!
‘ - B
0 B— +5k 0
— o a
0 0 —K u+a«
- H:
|0 5; 1 p+
0 o | WwERuta) | 4
- . )
_ 0 5; pH+ K
K
0 0
: I L(+r)(p+a) pta
[ Bllk SI1
= | Mpe+r)(pt+a) plpt+a)
0 0

Nilai eigen matriks M diperoleh dari persamaan berikut.

det (M — X)) =0
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Bk jealll
ol nrmura) wura) || g
0 0 0 A
Bk BII
ol pptr)ptae) 7 ppta) | =g
0 A

e (u(u +Bf§& +a) A) -0

sehingga diperoleh nilai eigen matriks M yaitu
)\1 - O

atau

Bllk
plp+r)(p+a)

Ao =

Nilai angka rasio reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral matriks M, p(M)

yaitu

p(M) = maks{\, Ao}

B Bk
= maks {0’ u(p + k) (1 + @) }
Bllk

plp+r)(p+a)

Dengan demikian, diperoleh nilai angka rasio reproduksi dasar untuk Sistem (2.43)

adalah

Bllk
plp+ k) (p+ )

2.12. Fungsi Respon

Fungsi respon adalah meningkatnya jumlah mangsa yang dimakan oleh se-
jumlah pemangsa pada kepadatan mangsa yang berbeda-beda sampai dengan batas
yang dapat menunjukkan konsumsi mangsa maksimal dalam waktu yang ditentu-
kan. Hal-hal yang mempengaruhi pemangsaan oleh pemangsa diantaranya kera-

patan populasi mangsa, kerapatan populasi pemangsa, sifat mangsa yang memiliki
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reaksi yang sama dengan pemangsa, jumlah dan kualitas makanan pengganti yang
tersedia untuk pemangsa, dan sifat pemangsa seperti jenis makanan yang disukai
dan efisien dalam menyerang (Holling, 1959). Dengan demikian, populasi mangsa

tidak selamanya meningkat atau tidak selamanya menurun.

Fungsi respon dibagi menjadi tiga tipe umum (Holling,[1959), yaitu

1. Fungsi Respon Linier (Tipe 1)
Laju pemangsaan pemangsa meningkat sebanding dengan kerapatan mang-
sa sampai mencapai tingkat kejenuhan. Jumlah mangsa tidak berubah saat

pemangsa kenyang.

2. Fungsi Respon Hiperbolik (Tipe II)
Laju pemangsaan secara progresif semakin menurun. Ini berarti, pemang-
saan seekor pemangsa meningkat seiring dengan meningkatnya ketersedia-
an mangsa, tetapi pemangsaan semakin menurun saat mendekati kenyang.
Tingkat pemangsaan oleh pemangsa dipengaruhi oleh ketersediaan mangsa.
Jika kerapatan mangsa meningkat, maka jumlah mangsa yang dimakan pe-
mangsa semakin meningkat. Namun seiring berjalannya waktu, pemangsa
akan mengalami kekenyangan yang mengakibatkan daya cari pemangsa se-
makin menurun sehingga waktu yang diperlukan pemangsa untuk memangsa
lebih lama. Laju pemangsaan adalah waktu yang diperlukan pemangsa untuk
mengejar, menaklukan, dan memakan setiap individu mangsa. Fungsi respon

ini sangat umum dimiliki oleh pemangsa serangga.

3. Fungsi Respon Sigmoida (Tipe I1I)
Perubahan pemangsaan berlangsung lambat diikuti dengan peningkatan sam-

pai asimtotik.

Gambar berikut mengilustrasikan tiga tipe fungsi respon.
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Type | Type 2 Type 3
c
(5]
i3
22
Qo
« O
°3
5%
D =
E (=9
=1 b
z &
Prey density Prey density Prey density

Gambar 2.4 Fungsi Respon Holling Tipe I, I1, dan 111

Model mangsa pemangsa yang paling sederhana adalah model Lotka Volte-
ra. Selanjutnya, akan dijelaskan pembentukan fungsi respon hiperbolik (Tipe II).

Diperhatikan model Lotka-Volterra

dx

— =rr —ary

gt (2.47)
d—?z = —py + qazy.

d
Pada Sistem (2.47), =(t) menyatakan kepadatan populasi mangsa pada saat ¢, d_:zlfj

menyatakan perubahan kepadatan populasi mangsa terhadap waktu, y(¢) menya-

takan kepadatan populasi pemangsa pada saat ¢, dan ili—:g menyatakan perubahan
kepadatan populasi pemangsa terhadap waktu. Konstanta r, o, p, dan ¢ bernilai po-
sitif, dengan r adalah tingkat pertumbuhan alami populasi mangsa, p adalah tingkat
kematian alami pemangsa, q adalah tingkat pertumbuhan populasi pemangsa, dan
« adalah tingkat penangkapan mangsa oleh pemangsa. Selain itu, xy menyatakan

interaksi antara mangsa dan pemangsa.

Berdasarkan Sistem (2.47), respon yang terjadi merupakan fungsi respon li-
nier (Tipe I). Representatif populasi mangsa yang ditangkap pemangsa dari Model
Lotka-Volterra adalah ax, dimisalkan V,, yang tidak bergantung pada wak-
tu mencari mangsa. Di lain pihak, pemangsa memerlukan waktu untuk menangkap
mangsa, sehingga N, dimodifikasi menjadi representatif baru yang bergantung pa-
da waktu mencari mangsa, angka penangkapan mangsa, dan populasi mangsa yang
tersedia, dinotasikan /N. Ini berarti, populasi mangsa yang ditangkap per pemangsa

akan berbanding lurus dengan tingkat penangkapan mangsa oleh pemangsa, dino-
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tasikan dengan «, populasi mangsa yang tersedia, dinotasikan dengan z, dan waktu
yang digunakan untuk mencari mangsa, yaitu 7. Dengan demikian, diperoleh rep-
resentatif baru yaitu

Ny = azTy, (2.48)

dengan Nz menyatakan populasi mangsa yang ditangkap pemangsa per satuan wak-

tu.

Selanjutnya, dimisalkan 7' adalah keseluruhan waktu yang tersedia bagi
pemangsa untuk mencari dan menangkap mangsa, 7)., adalah waktu yang diguna-
kan untuk mencari mangsa, dan 7} adalah waktu yang digunakan untuk mengejar,
mengolah, menghisap, dan mencerna. Parameter 7} bergantung pada populasi

mangsa yang ditangkap pemangsa (/V,), sehingga diperoleh
T, =T —TyN,. (2.49)

Berdasarkan Persamaan-persamaan (2.48)) dan (2.49) diperoleh

Ng = axT,
= Ng = CM(Z(T — TkNa)
& Ng = axl — axTpN,
< Ng+axTy N, = axT
No
= Nﬁ (1 + —OéZETk> = axT
Ng
N,
o Tg _ axr
<1 + %—‘;aka>
- Ng ar
T  (1+haz)’

N, T, N, ) .
dengan h = Tk dan Tﬁ adalah laju pemangsaan pemangsa atau populasi mang-
B

sa yang ditangkap pemangsa per satuan waktu bergantung mangsa. Selanjutnya

dibentuk persamaan

ax

g(x) = T+ hor)’ (2.50)
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dengan h menyatakan penanganan dan penangkapan mangsa oleh pemangsa, g(x)
menyatakan banyaknya mangsa yang diserang pemangsa per satuan waktu, o me-
nyatakan tingkat penangkapan mangsa oleh pemangsa. Jadi, Persamaan (2.50) me-

nyatakan fungsi Holling Tipe II untuk interaksi mangsa pemangsa.



BAB III

MODEL EPIDEMI PADA TANAMAN

Model epidemi pada tanaman dapat disajikan secara matematis dalam ben-

tuk sistem persamaan diferensial nonlinier.

3.1. Asumsi Model

Kelompok individu pada model epidemi pada tanaman dibagi menjadi li-
ma kelompok, yaitu subpopulasi inang rentan S (susceptible), subpopulasi inang
terinfeksi dan menularkan / (infectives), subpopulasi inang sembuh R (recovery),
subpopulasi hama rentan P, dan subpopulasi hama terinfeksi dan menularkan ().
Asumsi-asumsi yang digunakan dalam penurunan model epidemi pada tanaman

adalah sebagai berikut.

1. Total jumlah inang konstan setiap saat.

2. Tingkat kelahiran inang sama dengan tingkat kematian alami inang. Setiap
inang yang mati karena penyakit akan digantikan oleh inang baru dengan

jumlah yang sama.
3. Setiap tanaman inang baru akan menjadi inang rentan.

4. Inang rentan tidak hanya dapat terinfeksi oleh hama terinfeksi dan menular-

kan, tetapi juga oleh inang terinfeksi dan menularkan.

5. Hama rentan hanya dapat terinfeksi oleh inang terinfeksi dan menularkan, dan
setelah terinfeksi, hama tersebut akan terus terinfeksi selama sisa hidupnya.
Lebih lanjut, diasumsikan tidak terjadi penularan vertikal, yaitu dari hama ke

hama.

51
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6. Tingkat kelahiran hama konstan dan setiap hama baru yang lahir akan men-

jadi hama rentan.

7. Ketika hama rentan menggigit inang terinfeksi, hama tersebut dapat terinfeksi

dengan tingkat perpindahan mengikuti Holling Tipe II.

8. Ketika inang rentan berinteraksi dengan inang terinfeksi, inang tersebut dapat

terinfeksi dengan tingkat perpindahan mengikuti Holling Tipe II.

3.2. Variabel dan Parameter

Variabel-variabel yang digunakan untuk menurunkan model epidemi pada
tanaman bernilai nonnegatif, sedangkan parameter-parameternya bernilai positif,
yang disajikan dalam tabel berikut.

Tabel 3.1 Daftar Variabel dan Parameter

Simbol | Definisi Jenis Satuan

S jumlah inang rentan variabel pohon

I jumlah inang terinfeksi dan menu- | variabel pohon
larkan

R jumlah inang sembuh variabel pohon

K total jumlah inang variabel pohon

P jumlah hama rentan variabel ekor

Q jumlah hama terinfeksi dan menu- | variabel ekor
larkan

N total jumlah hama variabel ekor

51 rasio infeksi antara inang terinfeksi | parameter | per pohon per waktu
dan menularkan dengan hama ren-
tan

Ba tingkat gigitan hama terinfeksi dan | parameter | per ekor per waktu
menularkan terhadap inang rentan

B3 kejadian infeksi antara inang terin- | parameter | per pohon per waktu
feksi dan menularkan dengan inang
rentan

o level kekuatan penyerapan infeksi | parameter per pohon
antara inang terinfeksi dan menu-
larkan dengan hama rentan

Qg level kekuatan penyerapan infek- | parameter per pohon
si hama terinfeksi dan menularkan
terhadap inang rentan
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Simbol | Definisi Jenis Satuan
Qs level kekuatan penyerapan infeksi anta- | parameter per pohon
ra inang terinfeksi dan menularkan de-
ngan inang rentan
vy tingkat perubahan inang terinfeksi dan | parameter per waktu
menularkan menjadi inang sembuh
(tingkat kesembuhan)
1 tingkat kematian alami inang parameter per waktu
A kelahiran atau imigrasi hama parameter | ekor per waktu
m tingkat kematian alami hama parameter per waktu
d tingkat kematian inang karena penyakit | parameter per waktu

3.3. Penurunan Model

Skema penularan penyakit dari model epidemi pada tanaman adalah sebagai

berikut.

UK
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S
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Gambar 3.1 Diagram Kompartemen Model Epidemi pada Tanaman

Penurunan model dilakukan dengan memperhatikan faktor-faktor yang mem-

pengaruhi perubahan jumlah setiap kelompok pada populasi. Faktor-faktor yang
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menyebabkan perubahan jumlah setiap kelompok pada populasi adalah sebagai ber-

ikut.

1. Faktor-faktor yang menyebabkan perubahan jumlah inang rentan S

Penambahan jumlah inang rentan S dipengaruhi oleh

(a) banyaknya inang lahir dengan tingkat kelahiran yang sama dengan ting-

kat kematian alami inang sebesar ;. dan

(b) banyaknya inang baru yang menggantikan inang terinfeksi dan menu-
larkan / yang mati karena penyakit dengan tingkat kematian karena pe-

nyakit sebesar d.
Pengurangan jumlah inang rentan S dipengaruhi oleh

(a) banyaknya inang rentan .S yang mati alami dengan tingkat kematian ala-

mi sebesar ; dan

(b) banyaknya inang rentan S yang terinfeksi akibat berinteraksi dengan
inang terinfeksi dan menularkan / dan hama terinfeksi dan menularkan
(2 dengan tingkat perpindahan mengikuti Holling Tipe II, yaitu

B2 + Bl
1 + OéQQ 1 + 0431'

Dengan demikian, diperoleh laju perubahan jumlah inang rentan terhadap

waktu yaitu

ds

1+a@) 14 a3l

) S +dlI. 3.1

2. Faktor-faktor yang menyebabkan perubahan jumlah inang terinfeksi dan me-

nularkan /

Penambahan jumlah inang terinfeksi dan menularkan / dipengaruhi oleh ba-
nyaknya inang rentan S yang terinfeksi akibat berinteraksi dengan inang ter-
infeksi dan menularkan / dan hama terinfeksi dan menularkan () dengan ting-
kat perpindahan mengikuti Holling Tipe II, yaitu

B2 n B3l
1 + OéQQ 1 —f- 063]'
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Pengurangan jumlah inang rentan S dipengaruhi oleh

(a) banyaknya inang baru yang menggantikan inang terinfeksi dan menu-
larkan / yang mati karena penyakit dengan tingkat kematian karena pe-

nyakit sebesar d,

(b) banyaknya inang terinfeksi dan menularkan / yang mati alami dengan

tingkat kematian alami sebesar p, dan

(c) banyaknya inang terinfeksi dan menularkan / yang mengalami kesem-

buhan dengan tingkat kesembuhan sebesar .

Dengan demikian, diperoleh laju perubahan jumlah inang terinfeksi dan me-
nularkan terhadap waktu yaitu

Al _( B:Q Bl
dt 1+ a@ 14 asl

)S—(d+u+v)l. (3.2)

. Faktor-faktor yang menyebabkan perubahan jumlah inang sembuh R

Penambahan jumlah inang sembuh R dipengaruhi oleh banyaknya inang ter-
infeksi dan menularkan / yang mengalami kesembuhan dengan tingkat ke-

sembuhan sebesar .

Pengurangan jumlah inang sembuh R dipengaruhi oleh banyaknya inang sem-

buh / yang mati alami dengan tingkat kematian alami sebesar .

Dengan demikian, diperoleh laju perubahan jumlah inang sembuh terhadap

waktu yaitu

dR
— =~I — uR. 3.3
- w (3.3)

. Faktor-faktor yang menyebabkan perubahan kepadatan hama rentan P

Penambahan kepadatan hama rentan P dipengaruhi oleh kelahiran atau imi-

grasi hama sebesar A.

Pengurangan kepadatan hama rentan P dipengaruhi oleh

(a) banyaknya hama rentan P yang mati alami dengan tingkat kematian

alami sebesar m dan
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(b) banyaknya hama rentan P yang terinfeksi karena menggigit inang terin-
feksi dan menularkan / dengan tingkat perpindahan mengikuti Holling

Tipe II, yaitu
Bl
14 041[.

Dengan demikian, diperoleh laju perubahan kepadatan hama rentan terhadap

waktu yaitu

dP 1
P B

dt 1 + 041]

P —mP. (3.4)

5. Faktor-faktor yang menyebabkan perubahan kepadatan hama terinfeksi dan

menularkan ()

Penambahan kepadatan hama terinfeksi dan menularkan @) dipengaruhi oleh
banyaknya hama rentan P yang terinfeksi karena menggigit inang terinfek-
st dan menularkan / dengan tingkat perpindahan mengikuti Holling Tipe II,

yaitu
Al
1 -+ 061['

Pengurangan kepadatan hama terinfeksi dan menularkan () dipengaruhi oleh
banyaknya hama terinfeksi dan menularkan () yang mati alami dengan tingkat

kematian alami sebesar m.

Dengan demikian, diperoleh laju perubahan kepadatan hama terinfeksi dan
menularkan terhadap waktu yaitu

Q _ Kl 5,
dt 1+Oqf

mQ. (3.5)

Berdasarkan Persamaan-persamaan (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), dan (3.5), diper-

oleh model epidemi pada tanaman berupa sistem persamaan diferensial nonlinier

yaitu
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% = M(K—S)—(1f20?2@+1f3;3]>5+d[

% = (152222Q+lf3i3])5—(d+u+7)1

% = v —uR (3.6)
% - A_1—flolzlfp_mp

% - 1f1é1]P_mQ_

Karena K = S + I + R, maka dengan menjumlahkan persamaan pertama,

kedua, dan ketiga pada Sistem (3.6) diperoleh
dK _dS_dl _dR
dt — dt dt = dt

k) (9 Bl

—(d+p+y)I+~vI—puR

5@ | _ Bl
14+ C(QQ 1+ 063[

S+dI+ ( )S

= pu(K —8) —pl —pR
=uK —pu(S+1+R)
=ukK — uK

=0.

dK
Karena s 0, maka total jumlah inang untuk setiap saat adalah konstan.

Karena N = P + (), maka dengan menjumlahkan persamaan keempat dan

kelima pada Sistem (3.6)) diperoleh
AN dP dQ

o a
BiI Bl
—A— P—mP P—
1+Oé1[ m +1—|—O{1[ mQ
=A-m(P+Q)
=A—mN.

A
Dengan demikian, untuk ¢ — oo, diperoleh N — —. Dengan kata lain, tlim N =—.
m —00 m
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Karena untuk ¢ — oo, nilai R dapat diperoleh dari R = K —(S+1) dan nilai
A

P dapat diperoleh dari P = N — Q = — — (), maka Sistem (3.6) dapat direduksi
m

menjadi sistem berikut.

is e [ B0 B4l

@~ rES) <1+a2Q+1+a31)S+dl

i [ 5Q B3I

@ (1+a2Q+1+a31)S_“[ G

aQ Bl A
& 1+alf(a—@>—mQ

dengan w = d + p + 7.
Diperhatikan bahwa S > 0,1 > 0, R > 0, P > 0, dan () > 0, sehingga
S+ I > 0. Selanjutnya, karena K = S + I + R, maka S + I < K. Lebih

lanjut, S + I = K terpenuhi jika tidak ada individu di kompartemen R. Karena

A A
— = P+ (@, maka Q < —, sehingga himpunan
m m

A
Q:{(S,I,Q)GR1:0§S+I§K,0§Q§—}
m
adalah himpunan tertutup.

Teorema 3.3.1 Himpunan tertutup ) adalah himpunan invarian positif.

==

Bukti. Diambil sebarang (S(to), I(t9), Q(tp)) € 2. Ini berarti 0 < S(ty) +
I(tp) < K dan 0 < Q(tp) < —. Akan ditunjukkan solusi Sistem 1} memenuhi
(S(t),1(t),Q(t)) € Q). Dengan kata lain, akan ditunjukkan 0 < S(¢) + I(t) < K
A
dan 0 < Q(t) < —.
m

3

Diketahui K (t) = S(t)+1(t)+R(t). Karena untuk setiap ¢, nilai & konstan,
maka K = S(t) + I(t) + R(t). Selanjutnya, karena S(t) > 0, I(t) > 0, dan
(Q)(t) > 0 maka diperoleh

0<S{t)+1(t) <K. (3.8)

Di lain pihak, diketahui
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Dengan demikian, karena P(¢) > 0 dan Q(¢) > 0, maka diperoleh
A

0<Q(t) <—. (3.9)
m

Berdasarkan Persamaan-persamaan (3.8) dan (3.9)), dapat disimpulkan bah-

wa jika nilai awal (S(to), I(to), Q(to)) € 2 dengan 0 < S(to) + I(ty) < K dan
A

0 < Q(tp) < —, maka solusi Sistem 1) memenuhi (S(¢), [(t),Q(t)) € Q) de-
m

A
ngan 0 < S(t) + I(t) < K dan 0 < Q(t) < —. Jadi, berdasarkan Definisi 2.7.1}
m

A
himpunan § = {(S,I, Q)ER :0<S+I<K0<Q< —} adalah himpun-
m
an invarian. Karena solusi Sistem (3.7) memenuhi (S(t), I(t),Q(t)) € € untuk
setiap ¢ > 0, maka terbukti bahwa himpunan () adalah himpunan invarian positif

untuk Sistem (3.7]). [ |

3.4. Titik Ekuilibrium dan Angka Rasio Reproduksi Dasar Model Epidemi

pada Tanaman

Model epidemi pada tanaman berupa sistem persamaan diferensial nonlini-
er. Sistem tersebut mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas

penyakit dan titik ekuilibrium endemik.

Berdasarkan Definisi tentang titik ekuilibrium, maka titik ekuilibrium
untuk model epidemi tanaman pada Sistem (3.7) diperoleh jika

ds dI  dQ
X . 1
dt dt dt 0 (3.10)
Jika % = 0, maka diperoleh
B2Q B3l
K-5)— S+dl =0. 3.11
Loodl .
Jika pm = 0, maka diperoleh
B2Q B3l
S —wl=0. 3.12
(1+042Q+1+CY3[ v ( )
Jika % = (, maka diperoleh
Bl A
— = — =0. 3.13
Tt ol \m Q| —mQ (3.13)
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3.4.1. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah titik ekuilibrium pada saat tidak ada
penyakit dalam populasi. Dengan kata lain, jumlah inang terinfeksi dan menularkan

adalah nol (/ = 0).

Teorema 3.4.1 Titik ekuilibrium bebas penyakit dari Sistem (3.7) yaitu

Ey=(5"1",Q") = (K,0,0).

Bukti. Jika I = 0 disubstitusikan ke Persamaan (3.13]), maka diperoleh

_B0 (ﬁ_Q) —mQ =0
m

1 + C(l.O
& —mQ =0
s Q=0.
Selanjutnya, dengan menyubstitusikan / = 0 dan () = 0 ke Persamaan (3.11]
diperoleh
5.0 B3.0
K—-295)—- S+d0=0
g ) (1+a2.0+1+a3.0 *
& uK =pS
& =K.

Dengan demikian, diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit untuk model epidemi

pada tanaman adalah £, = (S*, I*,Q*) = (K, 0,0). [

3.4.2. Angka Rasio Reproduksi Dasar

Diberikan model pada Sistem (3.7). Penurunan angka rasio reproduksi dasar
dilakukan dengan terlebih dahulu melakukan pengelompokan subpopulasi menjadi

kompartemen x dan y, yaitu



61

sehingga dapat dibentuk model kompartemen

( BQ |l )S_M

@ . ]_ —|— OZQQ 1 + 043]

dt Bl (A _ Q) —mQ G149
1+ C(lf m

dy 5Q | Bl

= M(K—S)—( )S+dl. (3.15)

1+042Q+1—|—043[

Selanjutnya, Persamaan (3.14) dapat ditulis sebagai

d
d_); = ]:(va)_v<x7y)
62@ 53[ T
- <1+&2Q+1+@3I)S - Bl (X ;
SR RETER
+ a1l \'m

dengan JF menyatakan infeksi baru yang terjadi dan }V menyatakan perkembangan

penyakit, kematian, dan kesembuhan. Jadi, diperoleh

i B2 Bsl
Fxy) = N (1 TaQ 1 +a31) 5
i «FZ(Xv y) 0
[ Vi (x, wl
V(x,y) = ) Bl (A
v | | 12 (2 ) e
sehingga
[ 0F, oN
; B W(X’ y)%(x, Y)
1(x’y) - 8]—"2 8]:2
I W(Xv y)%(& Y)
[ B3S(1+ azl) — B3S1(az)  BaS(1 + Q) — B2SQ(aa)
- (1+asl)? 1+ a:Q)2 ,
L O 0
[ 81}1 8V1
7 B WO(, y)%(xvy)
Q(X’y) N an an
I W(Xv y)%(xv y)
w 0
- A Bi(1+ail) — Bil(aq) B
__<E_Q)( (1+aql)? ) 1+a1[+m




Titik ekuilibrium bebas penyakit Sistem (3.7 adalah Ejy =

mikian, diperoleh matriks F' dan V, yaitu

F =

Jl(E0>
[ O0F, OF,
W(X’ y)%(x,y)
07 1) 22 (x,y)
L O 77T0Q T ] wy—(k.00)
BsK B K
o o |’
J2<EO)
A% oV,
0Vs O0Vs
( ) )_( vy)
| oI oQ (x,5)=(K,0,0)
[ w 0
_AB
L m

Matriks generasi berikutnya untuk Sistem (3.7)) adalah

M =

62

(K,0,0). Dengan de-

Fv—1
_ - 1
B3 K BaKK w 0
A
0 0 _ﬁ
| J m
BsK  BoKK 1 m 0
0 0 wimn %
| J m
- 17 1
B3 K Ba KK 5 0
AB 1
0 0 g —
L e wm? m
[ B3 KK n BB AK  Bo KK
— w wm? m
i 0 0

Nilai eigen matriks M diperoleh dari persamaan berikut.

det (M — AI) =0

=

ﬁ3K+5152AK Bo K

w
0

wm? m | — =0

0 0 A
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BsK BB AK Bo K
p ORAR R
PN w wm m | =0
0 -
K AK
- _)\(ﬁa +51522 —)\):O,
w wm

sehingga diperoleh nilai eigen matriks M yaitu
)\1 - O

atau

_ Bs K n BIBZAK.

A
2 w wmp?
Nilai angka rasio reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral matriks M, p(M)
yaitu
p(M) = maks{\, Ao}
B | PrfaAK }
w

wm?

= mak:s{O,
B3 K n 5152/\}(.

W wm?

Dengan demikian, diperoleh nilai angka rasio reproduksi dasar untuk Sistem ([3.7])

adalah

_BK | BAAK

w wm?

Ry

3.4.3. Titik Ekuilibrium Endemik

Titik ekuilibrium endemik adalah titik ekuilibrium pada saat terdapat penya-

kit dan penyakit tersebut menyebabkan epidemi pada populasi.

Teorema 3.4.2 Titik ekuilibrium endemik dari Sistem yaitu By = (S*, I*, Q*),

dengan

S = K—(1+1)I*,

7
o —U +U? —4TW

N 2T ’
Q* o ﬁlA[*

m2 (1 + Oéll*) + mﬁlf*
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Bukti. Jika Persaamaan-persamaan (3.11]) dan (3.12)) dijumlahkan, maka diperoleh

5Q Bsl 5Q Bsl
H(K=5) - (1+a2Q+ 1+0431')S+GUJr (1+a2Q+ 1+a3])5

—wl =
& pu(K—=8)+dl —wl=0
& u(K=8)+dl —(d+pu+~I1=0
& p(K=8)—(u+v)1=0
K — 1
o PE=S) NI _
1 [
= K—S—(1+1>I:0
L
o S:K—(1+%)]. (3.16)
Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (3.13)) diperoleh
Bl (A
Q) -mQ=0
1—|—Oz1[ m Q mQ
I A 1
L b S o o

1+061[E_ 1+041[
BlAI ﬂll
& —0
m (14 aq[) m+1+a1] ©
m2 (1 + Oéll) + mﬁll B 61/\]
m(1+ail) S m(l+aoql)
51/\[ m (1 + 041])
m (14 o) \m2 (14 oqI) +mpi1
AT
P |
m (1 -+ @1]) -+ mﬁlf
Jika Persamaan-persamaan (3.16) dan (3.17) disubstitusikan ke Persamaan (3.12),

&S Q=

(3.17)

maka
3 ( BiAT >
2 2
l+a GiAT 1+ al L
b m2 (1 +O€1[) +m,6’1]
—wl =0
BB AT
m2 (14 ayl) +mpi 1 Bl ( ¥ )
& K—-1—--+1
m2 (14 arl) +mpBrl + aoyAT 1+ sl 1

m? (1 + 061]) + mﬁll
—wl =0
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BB AT B3l ) ( g )
K—-1—--1
(m2(1+a1]) +mpBi1 + oAl + 1+ asl ]

—wl =0
((1 + agl) 61ﬁ2A[ + 531 (m2 (1 + 041]) + mﬁll + OégﬁlAI))
(m2 (1 + 051[) —+ mﬁlf -+ OégﬁlA[) (1 -+ 063[)

K — ul —~I
(” H 7)—001—0. (3.18)
14

Persamaan (3.18) dapat ditulis menjadi

A[C

dengan
A = (1+asD)BifA] + BI(mP(1 + ai]) + mBil + asBiAl)
B = (m*(1+ayl)+mpBil + axBi A1+ asl)
C = puK —pul —~I
D = pu,
sehingga diperoleh
AC —wBDI 0
BD B

& AC —wBDI =0
& (L4 az]) BifeAL + B3I (m® (1 + anl) + mpBil + a,fiAI)]
(WK — pd — I —wpl [(m* (L4 ail) + mBil + aebiAI) (14 asl)] =0
& uk [ﬁlﬁQAI + 301 B A2 + B5] (m2 + oqym?I +mpI + OégﬁlAI)}
— pI [B1BoAI + a3 Bi fo NI + B3I (m® + cnm®I + mBiI + anBiAl) ]
— I [B1BoA + a3B1B8oAI? + B5I (m® + anm®] + mBiI + anBiAl)]
—wpl [(m? + aym®T + mBil + axfiAl) (1 + azl)] =0
& [,uKﬁlﬁgAI + uKas B BoAI? + K Bsm?T + pkK Bsanm?I1* + K fsmBy 12
+uK Bsaa i AI?]| — [uB1BoAI? + pos i o AT + puBsm>I? + pfsaym®I
+pBsmBrI’ + pfBscaBiAIY] — [yB1BaAI? + yasfr fo NI + mPy B3l

Farm*yBs I + mBiyBs I’ 4+ axfrAyBsIP] — [mPwpl + cxm’wpl?
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+mpBrwpl® + apBiAwpl? + m*aswpl® + aym*aswpl® + mpraswpl®
+04251A043w,u13} =0
& pK BN + K o B foNI? + K Bsm?T + kK Bsonm?I? + pkK fsmBy 12
+ MKﬁ?)OézﬁlAIQ - Mﬁlﬁzf\ﬂ - MOZ35152AI3 - ,u63m2l2 - M53061m213
- Nﬁsmﬁllg - M53a251/\[3 - 75152/\[2 - ’70635152/\[3 - m2753[2
—arm®yB3I® — mBiyBs I’ — BNy B3I — mPwpd — aym’wul®
—mpBrwpl? — apBiAwpl? — mPaswpd? — aymPaswpd® — mBroswul?
—agﬁlAagwuﬂ =0
& — (pasPifol + pBsarm® 4+ pfsmpBr + pfscafi A + s BoA + anm®y Py
+mB1yBs + aaBiAyPs + armPaswp + mBraswi + axfyAaswp) I°
+ (K asBi ol + pkK Bsonm?® + K BymfBy + pK fsaafiA — i1 B
- N53m2 — Y5152 — m2753 - 041771200/1 — mbwp — agfiAwp
—m2a3wu) I? + (,uKﬁlﬁg)\ + K Bsm? — m2wu) I=0
A (Ma35152/\ + uBsonm?® 4 pBsmfBr + pBsaafi + vyagfi S + arm®yfBs
+mB1vBs + anBiAYBs + armaswp + mBraswi + a251/\043wﬂ) I
— (uK asfi o\ + pK Bsarm? + pK fsmfPy + pkK By i\ — 111 52A
—M53m2 — VP18 A — m2’753 - almzwu — mbPrwp — azfiAwp
—m2a3wu) I— (,uKBlBgA + pK Bsm? — mzwu) =0
& (pagBiBol + pBsarm® + pfsmfBy + pfsaafi + yasfi B\ + cym®y s
+ mB1yPs + asiAyBs + armPaswi + mBraswp + asfiAaswp) 17
+ (—pKagpi B — pK Bsonm?® — pK BsmpPy — pkK BaaafiA + pf1 fa A
+uBsm? + B oA + mPyBs + aymPwp + mBrwp + az i Awp
+m2a3wu) I+ (—,uKﬁlﬁgA — uKBsm? + meu) =0
& [(n+7) (a3BiBe + Bsarm® + BsmpBy + BscafiA) + pw (arm®as
+mBras + azfiAas)] I+ [(,U +7) (5152/\ + ﬁ3m2) + pw (0417”2 +mpB
+agbiA + m20é3) —pK (%5152/\ + Bsaym® + BzmpBy + 5304251/\” I

+ (—pEK BB\ — pK Bzm® + mPwp) = 0
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atau dapat ditulis
TP +UI+W =0, (3.19)
dengan

T = (p+7) (asbifal + Bsarm?® + BymfBy + Bz fil)
+ pw (arm’az + mPros + azfihaz) > 0

U = (u+7) (8162 + Bsm?) + pw (cam® + mfBy + aafiA + mPo)
—pK (3Bi oA + Bsarm?® + BymBy + Bz i)

W = mPwp — pKpBi o — pK Bsm?

— mlup [1 _ pl< (51/322/\ - /3377’&2)1

mAwp
s (B 2R
= mPwull — Ry.

Jika Ry > 1, maka W < 0 dan Persamaan (3.19) memiliki akar positif unik.
Dengan demikian, pada Sistem (3.7)) terdapat sebuah titik ekuilibrium endemik unik
E, = (S*,I*, Q") pada interior €2, dengan

S = K—(1+1)I*,

7
o —U +U? —4TW

N 2T ’
Q* _ ﬁlA[*

m? (1 + Oéll*) + mﬁlf*

3.5. Analisis Perilaku Model

Model epidemi tanaman pada Sistem (3.7/)) merupakan sistem nonlinier. Ana-
lisis perilaku model dilakukan dengan terlebih dahulu membentuk matriks Jacobian

hasil linierisasi Sistem (3.7) di titik ekuilibrium. Matriks Jacobian hasil linierisasi
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model epidemi tanaman di sekitar titik ekuilibrium FE = (S*, I*, Q*) adalah

i dS dsS dS\ T
(%) (%) *(7)
oS ol oQ
dl dl dl
iy = a(%) a(ﬁ> 8(5)
oS ol oQ
dQ dQ dQ
(%) °(%) (@)
| 0S ol 0Q 1 (sr.0=(s*.1",07

Elemen-elemen pada matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium E diperoleh de-

ngan cara menurunkan persamaan-persamaan pada Sistem (3.7) sebagai berikut.

L dS B2Q B3l
1. JlkaE—M(K—S)—(lJFOQQ 1+a3[)5+dl,maka
dS B2 B3l
a(E) 8(u(K—S)—(1+a2Q+1+a3[)S+dl>
oS )
Y A 1%, B3l )
o H 1+Q€2Q 1+Oé3[ ’
ds B2Q B3l
o(5) o(u-9- (122 B Y
ol N ol
_ . BsS
(].—f—OégI)Q’
dS B2 B3l
8<E) - a(u(K—S)—(1+&2Q+1+a3[)5+d1>
0Q oQ
_ __BS
(1+Q2Q)2'
L odl 3@ B3l
2 Jlka%— (1+a2Q 1+a31)5—w1,maka
dl B2Q) Bl
a(%) a(<1+a2Q+1+a3]>S_wI)
o) N oS
@ B3l
ol @ 1+oagl]



dI 5Q Bsl
a(@) a((LﬂhQ+1+aﬂ
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)5

oI

BsS

(1+asl)?®

Y

dl B2 psl
a($> 8(<1+a262+1+a31

)51

oQ oQ
_BS
1+ Q)
., dQ Bl A
3. JlkaE = Tl (E_Q) — m(), maka
dQ) bl (A
(%) _ (e (5-9)-m)
05 B oS
= 0,
dQ pil (A
(@) (e (i-9) )
oI B oI
_ BA BQ
m(l+ o) (1+oql)”

() ol

Bl (A
ot (n9) )

9Q
Bl

_1+0z1]_m

Jadi, diperoleh matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium £ = (S*, I*, Q*) yaitu

Jig) =

dengan

Gy
G

0

B35
1+ asl)?
45 a?’_)w
(]. + Oég.[)Q
BiA 61Q

BaS

B2

1 P
( 31]04262)

(14 a2Q)

2

— — —m
m(l +O&1[)2 (1 +&1I)2 1"’051[

52Q Bsl

Gy = —M—<1
G — 0

+
+ @ 14 azl
Bsl

]_—f—O[QQ

1-’-013].

)

(3.20)

= (8,1,Q)=(5*,1*,Q*)
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3.5.1. Analisis Perilaku Model di Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Pada subbab ini akan dilakukan analisis terhadap kestabilan titik ekuilibri-
um bebas penyakit model epidemi pada tanaman. Hasil Linierisasi Sistem di
sekitar titik ekuilibrium Ey = (K, 0,0) adalah

ds

dt S
dI

Zl=J

7 (Bo) | 1
aQ Q
dt

Jika titik ekuilibrium Ey = (K, 0, 0) disubstitusikan ke Persamaan (3.20), maka di-

peroleh matriks Jg,) yaitu matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium £ sebagai

berikut.
I 0 0 B3 K PaK
—H—\TTo T T d— 2 - 2
1+0 140 (1+0) (1+0)
Jo o= 0 N 0 BsK N P K
(Eo) = 1+0  1+0 (1+0)° (1+0)°
BiA 0 0
0 5 — 5 - —-m
L m(1+0)" (140) 1+0 |
—p d—= K —[K
& Jroop=| 0 BK-w /K
A
0 Al —m
m

Teorema 3.5.1 Dimisalkan Ey = (S*,1*,Q*) = (K,0,0). Jika Ry < 1, maka titik

ekuilibrium E stabil asimtotik lokal.

Bukti. Persamaan karakteristik untuk .Jx ¢ oy adalah

|00 = M| =0

—pu d—B3K —[K A0 O
A 0 BK—-w BK | =10 X0 =0
A
0 51— —-m 0 0 X
m
—pu—=A d- K —Bo K
& 0 Bl —w— X oK =0
A
B —-m — A
m
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(W) (5K = X (om0 = PRy 2

& () (b m) (BE —w =0+ (k) P2

& Q+m_@+mﬂ&K—w—m+5f?K]:o
<:(A+m:Q+nwu+w—ﬁm3—@%%5}:o

s (A +p) :)\2+m>\+w)\+mw—63K)\—,83Km—%ﬁlﬁgK} =0

& A+up)L=0, (3.21)

A

dengan L = AN+ (m+w — BK) X+ mw—mfB3K — —p13,K. Berdasarkan
m

Persamaan karakteristik (3.21)) diperoleh A; = —p. Selanjutnya, untuk menentukan

Ao dan A3 diperhatikan persamaan
A
N (m+w—BsK) N+ (mw—mﬁgK— EﬁlﬁgK) =0. (3.22)

Penentuan tanda untuk dua nilai eigen dari Persamaan karakteristik (3.22) dilaku-

kan dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan Persamaan (2.35),
A

diperoleh ag = 1, a1 = m+w — B3 K, dan ay = mw —mpPsK — — 3152 K, sehingga
m

a1

Qg

A
G2 _ mw — mpPsK — — (16 K.
Qo m

Syarat pertama kriteria Routh-Hurwitz adalah o > 0 dan 42 > 0. Diperhatikan
Qo Qo

bahwa jika Ry < 1, maka

Ry <1
Bs K n B1BeAK

5 < 1
w wm
m2B3K + B1BeAK  miw
m2w < m2w
mQﬁgK + 5152/\[( < miw

(3

miw — m263K > ﬂ162AK

m*(w — B3K) > 1S AK
BB AK

m2

r ¢ ¢ 0

w— B3 K >
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Diketahui 5; > 0, 82 > 0, A > 0, m > 0, dan K > 0, sehingga w — 53K > 0,

akibatnya o m+w — 3K > 0. Selanjutnya, agar 42 > () juga haruslah Ry < 1,
ao Qo
yaitu
Ry <1
K AK
o BE | BBAK
w wm
2 K 2
o m B3 K + 3182 AK o mw
m2w m2w

& m2BsK 4 B1feAK < miw

A
<~ mﬂgK + —ﬁlﬂgK < mw
m
A
& mPBsK + —f10K —mw <0
m

A
S mw—mpBsK — —[G1K >0
m

a2
& — > 0.
ay

Syarat kedua kriteria Routh-Hurwitz adalah determinan matriks Hurwitz
Persamaan (3.22)) bernilai positif. Matriks Hurwitz untuk Persamaan (3.22)) ada-
lah

ay Qo
H =

0 a9

Berdasarkan matriks / diperoleh determinan matriks Hurwitz sebagai berikut.

Ay = Ja|=m+w-— K,
a a
A, = 1 Qo
0 (05}
m+w — B3 K 1
= A
0 mw — mPsK — — 15K
m

= (m+w-—3K) (mw —mBzK — %515#() -

Determinan matriks Hurwitz A; dan A\, akan bernilai positif jika Ry, < 1. Ja-

di, berdasarkan Teorema [2.8.4] diperoleh bahwa semua bagian real nilai eigen dari
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Polinomial (3.22)) bernilai negatif jika By < 1. Dengan kata lain, Re()\;) # 0,
Re()\2) # 0, dan Re()3) # 0 jika Ry < 1, sehingga berdasarkan Definisi [2.6.1] titik
ekuilibrium bebas penyakit £y adalah titik ekuilibrium hiperbolik jika Ry < 1.

Kestabilan titik ekuilibrium £y bergantung pada tanda dari ketiga nilai eigen
Persamaan karakteristik (3.21]). Berdasarkan Teorema [2.4.2] tentang kestabilan titik
ekuilibrium sistem linier diperoleh kestabilan titik ekuilibrium F hasil linierisasi
Sistem adalah stabil asimtotik lokal jika Ry < 1 dan tidak stabil jika Ry > 1.
Karena titik ekuilibrium (Ej) hasil linierisasi Sistem (3.7)) stabil asimtotik lokal
jika Ry < 1 dan tidak stabil jika R, > 1, maka berdasarkan Teorema [2.6.2] tentang
kestabilan titik ekuilibrium nonlinier, titik ekuilibrium bebas penyakit £ juga akan
stabil asimtotik lokal jika Ry < 1 dan tidak stabil jika Ry > 1. Hal ini berarti, jika
Ry < 1 maka penyakit tidak akan menyebar, dengan kata lain untuk jangka waktu

tertentu populasi akan bebas dari penyakit. |

3.5.2. Analisis Perilaku Model di Titik Ekuilibrium Endemik

Pada subbab ini akan dilakukan analisis terhadap kestabilan titik ekuilibrium
endemik model epidemi pada tanaman. Hasil linierisasi Sistem (3.7) di sekitar titik
ekuilibrium F; = (S*, I*, Q*) dengan

S* = K—<1+1)J*,

"
o ZUHVIP AT
N oT ’
Q* o ﬁlAI*
- m2 (1+C¥1[*)+m51[*
adalah
@
dt S
dl
L 7|, 3.23
7 (E1) (3.23)
) Q
dt

Jika titik ekuilibrium F; = (S*, I*, Q*) disubstitusikan ke Persamaan (3.20)), maka

diperoleh matriks Jg, yaitu matriks Jacobian di sekitar titik ekuilibrium F; sebagai
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berikut.
M g PS5 __ BST
' (1 + azI*)>? (14 anQ*)?
P Vi
(B1) = 2 (1+ asl*)? (1+a@)? |’
. (A‘Qﬂ C: T
m (1+ oy I¥) 14+ oql*
dengan

BaQ Bs.1*
M, = —u—
1 g (1+(12Q*+1+Oé3—7* 7

B2Q* Bal*

M, = )
2 1+QQQ* 1—|—0431*

Berdasarkan Persamaan (2.41) diperoleh second additive compound matrix untuk

matriks J(g,) yaitu

D B25™ (25"
11 — —
) (reQ (o)
= (G-@) 7 2m Dz PR
L m (1+ ayI*) (1+ asl*)
B2Q* Bsl”
1+ a@* 1+ asl*
dengan
D, = —M—( B2Q) - Bs *)+ Bs —w,
L+ @@ 1+asl (1+ agl*)
B2Q" Bal” Bl
Dy = —p—
22 p (1+a2Q*+1+a3]*+1+a1[*+m !
Duw — B35™ Bl
33 = T———5 ~W— ———— —
(14 azl*) 1+aql

Teorema 3.5.2 Dimisalkan Ey = (S*, I*,Q*), dengan

S* = K—(1+1)J*,

o]
r o —U +VU?2 —ATW

a oT ’
o — By AT*

m2 (1 + 041[*) + mﬁlf*

Jika Ry > 1, maka titik ekuilibrium endemik E, stabil asimtotik lokal.
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Bukti. Pembuktian Teorema [3.5.2]akan menggunakan Lemma[2.9.2]sehingga terle-

bih dahulu dicari nilai trace matriks J g, ), determinan matriks J g, ), dan determinan

matriks J (%1) sebagai berikut.

1. Nilai trace matriks J,)

Nilai trace matriks J ) adalah

BaQ" BsI* ) Bs5™
tr (J, = —u-— + T
A
1 —f- 041]*
Berdasarkan Persamaan (3.12)) diperoleh
* I*
BQ B N .,
1 + Ong* 1 —I— 0431*
BQ7S™  BylST
=wl
1 + OZQQ* 1 + 053[*
o _ PS psl"S™
(1+O[2Q*)]* (1+013I*)I*
L B st
(1+(){2Q*) [* (1+(Jé3[*)
BsS™ _ PQS”
(1+013]*> (1+012Q*>I*7
sehingga jelas bahwa
—535 < w.
(1 —|— Oé3I*)
Dengan demikian, diperoleh
535" B3 S™
3 o<W,
(1 + azl*) (1+ asl*)
akibatnya
S*
Bs -—w<0
(14 asl*)

Jadi, diperoleh

108 Bsl* B35"
tr(Jipy) = —p— e
__ AT
1"‘0&1]*

< 0.



2. Nilai determinan matriks J )

Nilai determinan matriks J(z,) adalah

76

Y B3S* B25*
1 N ) T A2
B(lSj azl*) (1E%§Q*)
) =M TamE Y e |
0 (ﬁ—Q*) b B
m (1 +061[*)2 1 +CY1]*
dengan
_ B2 B3I
Ml - THT (1+O{2Q* 1-’-013]*)7
0% B3l*
2 1+CM2Q* 1—|—Oé31*7
sehingga
B B35™ Bl
det (J(El)) = {Ml X (—(1 +a3[*)2 —w) X (—1 ez —m)]
[/ A . B [2S™
N (E ¢ ) (14 ay*)? 8 (14 asQ*)? ) Mz}
' 85" AN B
T T U wme ) (E Q) (1—1—041[*)2}
pud* B35™
B ( 1+a1]* m> x My x (d_ (1—|—a3[*)2>}
G S ()
1+a2Q T ool (1+ asl*)?
(v ) |G- ) e
1+ oyl m (14 ayI%)?
(25" ( BQ* B3I* )}
X X
1+a2Q) 14+ @@ 1+ asl*
B3I* B25™
{ ( 1+042Q*+1+a3[*) % (1+a2Q*)2
(@) )~ (s )
x| —— — | = -m
m 1+a1[*) 14+ aql*
B2Q* B3I* [35™
X(1+042Q* 1‘|‘Oé3[*> . (d_(1+a3[*)2)}
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L 210 Bsl* GBSt
- (’” [T | 1 +a3]*> X [((Hagf*)? w)

_ /BII* _ o A . * ﬁl
. ( 1+ ol m) <m © ) (1+aiI7)?
B2S™ } < BQ* Bsl* )
(1+ Q) 1+ asQ | 1+asl

B3S™ Bl*
XKd o) (Trmr )
( ) 51 o B2.5* 2]

(T+on ") (1+ @)

_ B3S™ bk N (A
- o |(rnm ) < (tar ) - (5-9)
B
1 (1 + Q) 14+ ax@ 1+ asl

B3S5™ Bl* A .
8 K(Hagm?_w) 8 (_1+all*_m> B (E_Q>
<<1+§z*>zx )l (e )
1 (1+ a2Q¥) L4+ 0@ 14 a3l
B35™ Bud*
. Kd_ (1+a31*)2> 8 <_1+a1l* _m>
A, B B2S™
+ (m @ ) (1—|—a1]*)2 8 (1+C¥2Q*)2:|
_ _ BST A N (Ao
B MXK(lJrong*f w>><( 14+ ol m) (m Q)
(e iraar)) - (Fag * oar)
1 (1+(I2Q ) 1+042Q 1+O-/31
B3S* ﬁll* A *
. [((1+a3[*)2_w> 8 (_1+a1l*_m) B (E_Q)
Io [2S™ _ BST
<(1 Tl (1 +a2Q*)2) " (d (1 +a31*)2>
b A A PaiS™
X( 1+ o I* m)+(m Q)(1+a1[*)2x (1+a2Q*)2]

atau dapat ditulis

+
3=
|

BaQ” n BsI*

det (J(El)) =—nf— (1 0" 1+ sl

>(f+g)
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dengan
_ B N (A
= (e ) Gt ) - (69
(T o * T et
1—{—&1[* 1—|—O{2Q)
_ P35 A A
o= () < Crvar )+ (59

(G o i i)
(1+O./1]*) (1+(I2Q*)2
Berdasarkan Persamaan (3.13)) diperoleh

Bl A B
1+a1[(__Q)_mQ_O
1+061[
& ——szQ( N ) (3.24)

Jika Persamaan (3.24]) disubstitusikan ke persamaan f, maka diperoleh

_(BS ) (LB ) (A
s w)x( rear )~ (59)

[2S™ )
1+011]* 1+012Q )
51[* ) *(1+041[*)
J— >< J— J— J— —_—
1 +043]* ) ( L+ onI* " me piI*

BaS* )
1—1—041]* 1-’-0&2@ )

(o
(et
(o
- <1fa31* )X(_lfla[;*_m)_mm
(s ey
(

Ba5"Q" >
]* ].+Oé2Q

o) (o) - ()
x | — -—m|———w
1—1—oz51* T+ aI* (14 agl*)

< 525" Q" )
(1+a1]*) I (14 a,Q*)?

= <ﬂ—w) X (— hl* )—f-m(w—ﬂ
(14 asl*)? 1+ ayI* (14 asl*)?

1 BaS* Q" )
(T4 on ") I*(1 4+ Q) )
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Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (3.12)) diperoleh

5@

G5l

(1 + an@
525Q
14+ OézQ

525Q

I (1 -+ OéQQ)

sehingga
BsS™

S—wl=0
1—{—0[:;]) «

:(w_ B3 )
1+O{3[

B8
N 14+ asl’

(3.25)

1 Ba5*Q"

w —

(1+ asl*)*
B35

(1+ o I*) I*(1 4+ 0 Q*)?
1 B25* Q"

(1 + 0631*)2
B35*

(14 a1 1) (1 4+ aQ*) I* (1 + a2Q*)
B3S*

(1 + 013]*)2
B35

Karena w —
1 —+ Oé3[

" > (0 dan w —

1
(+ anl) (1 + Q") (““ 1 +a31*) |

B3S*
(1+asl*)?
b 5
1 +043[*'

> (0, maka

< 1, maka

Selanjutnya, karena

B3S*

(1 + all*) (]_ + OZQQ*)

B3S*

(1 + 0431*)2

atau

Byt

1 (W
(1 + ozlf*) (1 + OQQ*)

)

B ]_—I—Oégl*

(14 asl*)’

Selain itu, karena (

(

Dengan demikian,

< B35*

(1 + 0631*)2

P3S™

f

1

o (
(]_ + 041]*) (1 + OéQQ*) w

BsS”
(1 + OégI*

(1 —|— 0431*)2

BsS*
T+ onl” > 0.

I*
5 —w> < 0 dan (—Bl—> < 0, maka
) 1+O€1]*

Bl*
w) X ( ol > 0.

bul” f3S™

—w)x ()t m(w - —2
) ( 1+Oé1f*> ( (1—1—053[*)2

B25* Q"

> 0.

(1+al) 17(1 +a2Q*)2)
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Karena ;x> O dan f > 0, maka —pf < 0. Selanjutnya, diperhatikan bahwa
) (v ) - ()
+g9g = |—————w| x |- -m|—|— -
f+g ((1+a3[*)2 I+ aI* m @
S* S*
( 5 X B 2)+<d— B 2)
(1 —f-Oél]*) (1 +042Q*> (1 +053[*)

ﬁll* A *
(1+mp-m>+(a-@)

BaS* )

533* ) < Bl )
X|—F———m
1+Oé3]* 1—}-0(1]*
(d B35 2) " (_ Bl _m)
1+CM3[*) 1+041[*

=
- (w2
+
E ) o )
(

BaQ” n Bsl”
1 + CYQQ* 1 + 053]*

( B0 n Bsl*
]_ —|— O[QQ* 1 + a3

Karena ( ) > 0dan f + g > 0, maka

=)o o

akibatnya
PaQ” BsI*
— <0
(1+CM2Q*+1+C)&3[* (f+g)
Dengan demikian,
BaQ” BsI*
det (J(El)) = _“f - (1 + Q" + 1+ asl* (f+g)

< 0.
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2]

3. Nilai determinan matriks J ([ B

Nilai determinan matriks J([ill) adalah

2
det (7))

D B2 S* [2S™
11 T A2 T A2
\ (1+ a2@*) (1+ 04/62%1)
— <_ — Q*) % Doy d— 3—2
m (1+a1]*) (1+&3I*)
. B Bl 5
1+ O{QQ* 1+ 043]* 53

B ﬂ A o 61 52@*
- Pubnbs (1+ apQ*)? [(m < ) (1+ 041[*)2} L + Q)
BsI*

p3S* ] { B2Q* Bsl* ]
— | —Dyy |d— +
1—!—0431—*} " { (1—1—04;;[*)2 L+ a@Q* 1+ asl*

s [ (@) o]

B [_ _( 5aQ” n Bsl” )+ B3 S™ —w} [_ _(%
N a 1+ CVQQ* 1+ 0431* (1 + O{3]*)2 H 1+ OZQQ*

GBI AT fuS* b
I 4toasl  1dor ™ m

+ w —
(1+ azl*)? 1+aql*

B2 S™ A . P 520" Bsl”
Jr(1 + Q%) [(E ¢ ) (1+ a1l*)2} {1 + apQ” Ty 043]*]

__P _< B Bl )+ By5” _4
P\ 0H @ " Trasls) " (1t asl)?

{d— B35* }[ BaQ* N B I* }_[ﬂ
(1+Q3I*)2 1+042Q* 1+()13]* (1+Oé3]*)2

o~ e (G- 9) e
1+ o I* (1+ aQ9)?] [\m (1+ ay %)’
520" Psl” B3S™ }

= —|p+ + +w—
[M L4+ 0@ 14 agl” (1+ asl*)?

B2 B3l Bl*
X
[<M+ 1+ apQ* + 14+ asl* + 1+ oqI* tm

(w<_ Bs5* Al +4n> 3 (d__ B35 )
(1+a3l*)? 1+ al* (14 asl*)?

B2Q0* p3l* A . B
(1+042Q* - 1+Oé3f*>} B [(E —e ) (1—1—041]*)2}

— W
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» [ (25" ( B35* o BI* —m>
(14 eQ*)” \ (1 4 azl*)? 1+ a I

B ( 8O Bl )}
(1 + apQ* )2 1+ @ 14 agl*

{ BoQ" I B }
)

w
M T 0@ Trasl (1+ asl*)’

) BO B A
1+a2Q* 14+ a3l* 14 aql*

B35™ pil” B35™
(w (1+asl") +1+mﬁ+m)_<w_a+%ﬁf)
B2Q* B3l A . B
( + apQ* 1+ag[*>} +[(E_Q> (1+a1[*)2}

1
X[ & ( LA
+042Q (1 —|—0431*) 1 +OK1[*

PaiS™ 5@ Bsl”
“rag? (o )]

G -9) e < ey -y
m (14 ayl*)? (1+ axQ*)? (1+ azl*)?
B [25™ B2Q Bal”
A + o l* +m) +(1 + Q") (1 + @ 1 + 0431.*)}
B2Q” Bsl* B55™
_ {M“‘ 1+ 00" + 1+ aal” +w— (1—}-&3]*)2}

B2 Bsl* pil*

(w— BeS” | AL +m) - (d—ﬂ>
(1+a3l*)? 1+ al* (14 asl*)’

( B Bl )}
1+042Q* ]_—f—O[g]*

atau dapat ditulis

det (J(z] )) = uw — jk,

A B
<E -Q ) (14 ayI*)*

ﬂ(w— /L m)+ﬂ
(1+ OZQQ*)Q (1+ 043]*)2 14+ aqI* (1+ Ong*)2

BaQ” n Bsl*
1 + CYQQ* 1 + 053[* ’
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BaQ* B3I B5S*
st L tw—
1 +052Q 1+O./3] (1 +Oé3l*)

B2Q* B3l Bl ) ( B35*
ko= (u+ + + + S
(’u 14+ aQ* 1+ aszl* 1+ al* AN (1+a3[*)2

Sivh ) ( B35" > ( B2Q* Bsl* )
2 m) - (d- + .
]_—f—Otll* m (1+Q3I*)2 ]_+O[2Q* 1+Oé3]*

Diperhatikan bahwa

[+ b Bl L BS ]
14 a@Q* 1+ asl* (14 asl*)?

!
{ < BQ BRI AL +m> (w &S
14+ asQ* 1+a3[* 14 aql* (1+a3[*)2

pl* B3S* B2Q* BsI*
S n) - (0= ) (e o)

Bal* B3S™ }
* *+w_ 2

1+a2Q 1+0431 (1+ azl*)
@ B B N BS
1+O€Q* ].-f—OégI* 1+O€1]* (]_—i—OégI*)

bl” BaQ" Bs1”
+1—1—a1[*+ M+1+aQ*+1—|—a3[*+w

S PR ]
(14 asl*)? (14 a3l*)?) \14+ Q" 14 asl*

{/L B200* Bsl* b B3S5* ]
1—|—on* 14 agl* (1+a3]*)2

(et o) (- s v )
1—i—a 1+ayl* (1+asl*)® 14 ol

B2Q” Bal” B35™
+ {M—l— 1+ a0 + 1+ aal” +w——<1+a3[*)2}

< B2Q* B3I )(w— B35™ n Bl —I—m)}
1+O./2Q 1+Oé3l* (1+a3l*)2 1+0z1]*

B2Q” Bal* B35™ ]
— |+ + tw——22
[M L+ @ 1+ asl* (14 azl*)?

[(d_ B35™ >< B2Q” n Bsl* )}
(14 a3l*)?) \ 14+ aQ* 1+ azl*

jk =

|
t
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e B N B Y (B
(1 + asl*)? 1+ a,l* (14 azl*)?
Bl* B2Q* Bal*
1+a1[*+m)}+{1+a262* 1+053[*:|
B I B35” pil”
|:(M+1—|—041]*+m) (w—(1+a31*)2 1+&1[*+m)1
BaQ” BsI* BT
+ |:Iu+ 1+042Q* 1+013]* (1—|—0431*)2:|
[( B2Q* B3lI” ) (w L BssT Bl m)]
14+ a@* 1+ asl* (1+a3[*)2 14+ oql*
B [ L B B B }
P ¥ @ T+ asl (1+ asl*)?
[(d— B35 ) ( BaQ* Bsl* )]
(1+ agf*)2 14+ a@Q* 1+ azl*
dan
- |G-) el e
w = |(2-0Q oY (P -
m (1 —f- Ozll*) (1 + O{QQ*) (1 —f- Oé3l*)
N Bl m) n B2S* ( B2Q0* psl* ﬂ
1+ aqI* (1 + apQ* ) 1+ a@Q* 14 asgl*
( A > B BuS” (w B
m 14+ a1 1) (1 + aeQ*)” (14 asl*)?
1[* A et Bl ﬁQS*
+1+041[*+ )+(m Q)(1+041[*)2(1+042Q*)2
B2 B3I
1+052Q* ].+OK3I*
sehingga
gk —uw = vy + v + v3 — vy — V5 — Vg,
dengan
S PR i | [ y i =
! (1+a3[*)2 1+ o I* (1—'—0(3[*)2
piI”
).
v BaQ” BsI* . bl o) (o 5
27 TramQ 1tasr | |\ T 1ol (1 + asl*)?
—I—ﬁ +m)]
1 +041[* ’
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P2 Bsl* B3S5* }
.t ctw———————
1+(]12Q 1+O€3] (1+()é3]*)

( B . Bsl* )(w— B55™ . Pl +m)}
L 1+062Q* 1"—0(3[* (1—'—043[*)2 1"‘0&1[* ’

Uy — u+

[ B2Q* BsI* [3S5™* ]
= |u+ + fw— —2
v P T @ Tl 7 (14 asl)
( [35* > ( B2Q* N Bsl* )}
—i—Oé3I* 1+ axQ* 1+ asl* ’
_ <A *) B B2.5* < B3S*
vy = (——Q 5 |w— —————
m (1 +a1]*) (14 @) (1+ azl*)
Bil*
w2 +m) ,

=)

o — (A—Q*) b B25™ ( B2Q + B3l )
m (14 o) (14 0Q")* \1+ Q" 1+asl*)’

Diperhatikan bahwa dengan menyubstitusikan Persamaan (3.24) diperoleh
A S* 1 I*
(A-0) B e ()
m (14 a17%)" (1 + a2Q¥) Bl

< Bi Ba2S* )
(1+on 1) (1 + Q*)?

B m
(14 a1 I*)(1 + a2Q*)
< rN% )
I(l + OCQQ*)
sehingga dengan menyubstitusikan Persamaan (3.25) diperoleh
<£ . Q*) 51 /825* _ m
m (1 —|—a1]*)2 (1 +a2Q*)2 (14 a1 I*)(1 + aQ¥)
B3S*
- . 2
(w ) 62
Selanjutnya,

(1+asl*)? 1+l

B3 S* ) ( Bl )
tw——2 ) (et +
(“ T Utar?) T irar T

B <A B Q*) B B25™ }
m (1—{—&1[*)2 <1+062Q*)2

v — U5 = <w— Bs5” + hl” —l—m)
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sehingga dengan menyubstitusikan Persamaan (3.26) diperoleh

B35™ bil* )
v —v5 = |w-— + +m
P < 1+ asl*)?  T+al*

P3S* pl*
K”+w_ (1+a3[*)2) (’” L+ ol +m)

m ByS°
_ﬂ+aﬂﬂﬂ+wﬁﬂ<w_1+%ﬁ>}
m
L+ anl) (1 + )

Karena (1 + oy *)(1 + a2@*) > 1, maka < m, aki-

batnya
- cptr Ly
—+m

A +ral)(1+aQy) M T 1rar

Selanjutnya, mengingat w — ﬁg— <w — 53—2, maka
1+0631* (1—|—043]*)
S* S
1+O./3]* (1+a3]*)

sehingga

BsS* Bl
K’Hw - (1+a31*)2) (’“L 1+ ol +m)

- m <w——@;L>]>O
(1+&1I*)(1+O{2Q*) 1+063[* '
B3S™ Bl

(1 +asl*)? 1+l

Di lain pihak, w — + m > 0. Dengan demikian,

v — v > 0.

Selanjutnya,

_ 210 Bsl” Bl
v2 v = (1—|—042Q*+1—|—043]* M+1+061[*+m
B35" bl ) (A *)
w — =+ +m) - — =
< (L+agl*)* 1+al” m
( b1 Ba25™ )]
(1+ a1 I*)? (1 + aeQ*)?
sehingga dengan menyubstitusikan Persamaan (3.26) diperoleh
_ BQ* Bsl* Bl
2Tt = (1+a2Q*+1+a3]* 'u+1+oz1[*+m

<w . 535" + Bl i m) B m
(1+asl*)? 14+onl* (1+ a1 1) (1 + ayQ*)

(= rvar)
1+043[* '
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m
Karena (1 + o 1*)(1 + ao@*) > 1, maka < m, aki-

( ! )< 2Q ) (1—}-0&1]*)(1—’—062@*)
batnya

m <pp
— +m.
I+tal)l+a@) M 1+ar
S* S*
Selanjutnya, mengingat w — 63— <w— 53—2, maka
1+CY3]* (1—|—0431*)
5,5 L BS AT |

w — <w
1+ asl* (1+a3[*)2 14+ oql*

piI” > < B3S™ biI” )
+——F+m W — + +m
{(M L+ a I (1+asl*)? 14 oql*

m B3S*
(1 on I (1 + Q) (“’_ 1—1—043]*)} > 0.

B2Q* psl*
1+ a@* 14 azl*

sehingga

Di lain pihak, < ) > (. Dengan demikian, vy —vg > 0.

Selanjutnya,
B2 psl* [3S* )
Vs — Uy = + + +w—-—
T [(M 1+ @@ 1+ a3l* (14 asl*)?
( BoQ* Bl )] K B35
- . w— —
1—|—CY2Q* 1"‘0&3[ (1—|—043[*>
I* S*
A ) ()
1+ al* (1+ azl*)
S* S*
Karena d < w, maka d — 63—2 <w — 53—2, akibatnya
(14 asl*) (1+ asl*)

B35™ prl* B3S™
Kw_ (1+043[*)2+1+oz1l* +m> B (d_ (1+0z3I*)2)] -0

Di lain pihak,
( 132(;2* 133[* 1335* >
m + e —

+ +w
14 Q" 14 asl* (14 azl*)?
* I*
BQ I\
1 + OZQQ* 1 + 0531*

Dengan demikian, v3 — vy > 0. Jadi, diperoleh v; — vs > 0, vo — vg > 0, dan

vs — vg > 0, sehingga jk — uw > 0. Dengan kata lain, j& > uw, akibatnya
det (J([zE]l)> =uw — jk < 0.
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Jadi diperoleh tr(Jz,)) < 0. det(.Jg,)) < 0, dan det (J([ill)> < 0. Di lain pihak,
Sistem memiliki sebuah titik ekuilibrium endemik unik £ jika Ry > 1. Jadi,
berdasarkan Lemma @ diperoleh bahwa semua nilai eigen dari matriks J(g,)
mempunyai bagian real yang negatif jika Ry > 1. Dengan kata lain, Re(\;) # 0,
Re(\2) # 0, dan Re(\3) # 0 jika Ry > 1, sehingga berdasarkan Definisi[2.6.1] titik
ekuilibrium endemik F; adalah titik ekuilibrium hiperbolik jika Ry > 1.

Berdasarkan Teorema [2.4.2]tentang kestabilan titik ekuilibrium sistem linier
diperoleh kestabilan titik ekuilibrium F; hasil linierisasi Sistem (3.7)) adalah stabil
asimtotik lokal jika Ry, > 1 dan tidak stabil jika Ry < 1. Karena titik ekuilibrium
E; hasil linierisasi Sistem (3.7) stabil asimtotik lokal jika Ry > 1 dan tidak stabil
jika Ry < 1, maka berdasarkan Teorema tentang kestabilan titik ekuilibrium
nonlinier, titik ekuilibrium endemik E; juga akan stabil asimtotik lokal jika Ry > 1
dan tidak stabil jika Ry, < 1. Hal ini berarti, jika Ry > 1 maka penyakit akan

menyebar, dengan kata lain akan terjadi epidemi pada populasi. [



BAB IV

SIMULASI MODEL

Simulasi model dilakukan menggunakan program Maple dengan mengambil
contoh penyakit CVPD (Citrus Vein Phloem Degeneration) pada tanaman jeruk.
Jeruk merupakan salah satu komoditas buah-buahan penting di Indonesia. Menurut
Bank Indonesia |(2008]), tanaman jeruk baru menghasilkan buah setelah umur 3-4
tahun dan puncak produksi pada umur 8-9 tahun. Umur produktif tanaman jeruk
bila dipelihara dengan baik dapat mencapai umur 20 tahun. Umur jeruk di lahan
dataran rendah diperkirakan sampai umur 20 tahun dan dataran tinggi sampai umur

15 tahun.

Usaha untuk meningkatkan produksi jeruk masih mengalami hambatan, sa-
lah satunya akibat adanya penyakit CVPD Saputra, dkk,2012. Menurut BPTP Su-
lawesi Selatan |(2002), penyakit CVPD disebabkan oleh bakteri Liberobacter asia-
ticum yang hidup dan hanya berkembang di jaringan phloem, akibatnya sel-sel ph-
loem mengalami degenerasi sehingga menghambat tanaman menyerap nutrisi. Pe-
nyebaran penyakit ini ditularkan oleh serangga Diaphorina citri (kutu loncat) dan
bibit jeruk yang terinfeksi CVPD. Vektor D. citri baru dapat menularkan CVPD
setelah menghisap tanaman sakit selama 48 jam dan penularannya terjadi setelah
360 jam vektor selesai menghisap tanaman sehat. Hasil penularan semakin tinggi

apabila vektor telah menghisap tanaman sakit selama 72 jam.

D. citri menyerang tangkai, kuncup bunga dan daun, tunas serta daun-daun
muda. Bagian tanaman yang terserang parah biasanya mengering secara perlahan-
lahan kemudian mati. Serangan ringan mengakibatkan tunas-tunas muda menge-
riting dan pertumbuhannya terhambat. Vektor ini juga menghasilkan sekresi ber-
warna putih transparan berbentuk spiral, biasanya diletakkan berserak diatas daun

atau tunas. D. citri mempunyai tiga stadium hidup, yaitu telur, nimfa, dan dewasa.

89
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Telur diletakkan secara tunggal atau berkelompok di kuncup permukaan daun-daun
muda atau ditancapkan pada tangkai-tangkai daun. Setelah 2-3 hari, telur menetas

menjadi nimfa.

Nimfa yang baru menetas hidup berkelompok di tunas-tunas dan kuncup
untuk menghisap cairan tanaman. Setelah berumur 2-3 hari, nimfa menyebar dan
menyerang daun-daun muda. Nimfa lebih merusak tanaman daripada kutu dewasa-
nya. Stadium nimfa berlangsung selama 17 hari. Pada kondisi panas, siklus hidup
dari telur sampai dewasa berlangsung antara 16-18 hari, sedangkan pada kondisi

dingin berlangsung selama 45 hari.

Stadium dewasa ditandai oleh adanya sayap sehingga mudah meloncat apa-
bila terkena sentuhan. D. citri dewasa hinggap pada daun tua dan menghisap cairan

selnya. Stadium dewasa dapat bertahan hidup selama 80-90 hari.

Penyakit CVPD dapat ditemukan pada semua jenis jeruk yang terdapat di
Indonesia. Produksi tanaman yang terserang penyakit ini rendah. Tanaman ini ti-
dak menghasilkan buah. Tanaman sakit tersebut merupakan sumber inokulum ba-
gi tanaman disekitarnya sehingga harus dimusnahkan. Inokulum adalah patogen
atau bagian patogen yang dapat menyebabkan infeksi. Tanaman jeruk yang terkena
CVPD dengan tingkat serangan ringan, masa produktivitasnya dapat diperpanjang

dengan infusan oksitetrasiklin HCI konsentrasi 200 ppm.

4.1. Nilai-nilai Parameter

Nilai-nilai parameter dalam simulasi ini ditentukan berdasarkan data sekun-
der yaitu data serangan CVPD pada tanaman jeruk yang bersumber dari Dinas Per-
tanian Propinsi Bali dan BPTP Sulawesi Selatan (2002). Nilai-nilai parameter lain-

nya dipilih berdasarkan jurnal Shi, dkk (2014)).

Menurut data Dinas Pertanian Propinsi Bali, hampir 48.485 pohon jeruk ter-
indikasi terkena serangan CVPD dan 3.144 pohon telah berhasil dikendalikan per
periodenya. Berdasarkan data tersebut, diperoleh nilai parameter tingkat kesembuh-

3.144
an (v) yaitu y = (M) per tahun = 0, 065 per tahun.
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Selanjutnya, menurut BPTP Sulawesi Selatan |(2002), vektor D. citri mam-
pu menghasilkan 9-10 generasi dalam 1 tahun, sehingga diperoleh nilai parameter
A = 10 ekor per tahun. Berdasarkan pengamatan Wijaya, dkk |(2010), D. citri
selalu dijumpai pada setiap pengamatan dengan kisaran populasi 0,12 — 9,9 ekor
per pohon, sehingga dalam simulasi ini dipilih populasi awal D.citri yang terinfeksi
dan menularkan sebanyak 10 ekor. Nilai-nilai parameter lainnya berdasarkan jurnal
Shi, dkk |(2014) adalah 5, = 0,01, 82 = 0,02, 83 = 0,01, oy = 0,1, ay = 0,2,
az = 0,2, = 0,1, m = 0,3, dan d = 0,1. Dengan demikian, diperoleh tabel
nilai-nilai parameter sebagai berikut.

Tabel 4.1 Nilai-nilai Parameter

Simbol | Definisi Nilai Satuan

b1 rasio infeksi antara jeruk terinfeksidan | 0,01 | per pohon per tahun
menularkan dengan D. citri rentan
Ba tingkat gigitan D. citri terinfeksi dan | 0,02 | per ekor per tahun
menularkan terhadap jeruk rentan

B3 kejadian infeksi antara jeruk terinfeksi | 0,01 | per pohon per tahun
dan menularkan dengan jeruk rentan
o level kekuatan penyerapan infeksi an- | 0,1 per pohon

tara jeruk terinfeksi dan menularkan
dengan D. citri rentan

Qo level kekuatan penyerapan infeksi D. | 0,2 per pohon
citri terinfeksi dan menularkan terha-
dap jeruk rentan

Qs level kekuatan penyerapan infeksi an- | 0,2 per pohon
tara jeruk terinfeksi dan menularkan
dengan jeruk rentan

¥ tingkat perubahan jeruk terinfeksi dan | 0, 065 per tahun
menularkan menjadi jeruk sembuh
(tingkat kesembuhan)
! tingkat kematian alami jeruk 0,1 per tahun
A kelahiran atau imigrasi D. citri 10 ekor per tahun
m tingkat kematian alami D. citri 0,3 per tahun
d tingkat kematian jeruk karena penyakit | 0,1 per tahun

dengan nilai awalnya adalah
S(0) = 700, 1(0) =200,Q(0) = 10,

dan total jumlah pohon jeruk K = 1.000.
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4.2. Perhitungan Numerik dan Simulasi

Berdasarkan Tabel @.1] diperoleh nilai angka rasio reproduksi dasar

B3 K n BB AK

Ry = -
W wm
_(0,01)(1.000)  (0,01)(0,02)(10)(1.000)
~ 0,140,140,065 (0,14 0,1+ 0,065)(0,32)
= 37,74+ 83,86
= 121,6
> 1.

Karena Ry > 1, maka penyakit akan menyebar, dengan kata lain akan terjadi epi-

demi. Titik ekuilibrium endemiknya diperoleh berdasarkan perhitungan berikut.

1. Jumlah jeruk rentan S*

Jumlah jeruk rentan S* adalah

S = K—<1+1)I*

1
0,065
= 1000—(14+2"—"|TI*
( o1 )
= 1.000 — 1,65I". “4.1)

2. Jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan [*

Jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan /* diperoleh berdasarkan Persamaan
(3.19), yaitu

TIP+UI+W =0
dengan

T = (u+7) (sbifa + Bsonm?® + S3mfy + Pz i)
+ pw (arm®as + mBras + asfiAas)
= (0,14 0,065) [(O, 2)(0,01)(0,02)(10) + (0,01)(0, 1)(0, 32)
+(0,01)(0, 3)(0,01) + (0,01)(0,2)(0,01)(10)] + [(0, 1)(0, 265)]
[(0,1)(0,32)(0,2) + (0,3)(0,01)(0,2) + (0, 2)(0,01)(10)(0, 2)]
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= 0,165(0,0004 + 0,00009 + 0,00003 + 0,0002)
+0,0265(0, 0018 + 0, 0006 + 0, 004)
= 0,0001188 + 0,0001696
= 0,0002884,
U = (u+7) (B18A+ Bsm®) + pw (cam® + mpBy + awfiA + m’a3)
—1K (03B Bo + Bscrm? + BsmfBy + BzanfiA)
= (0,14 0,065)[(0,01)(0,02)(10) + (0,01)(0, 3%)]
+(0,1)(0,1+ 0,1+ 0,065) [(0,1)(0,3%) + (0,3)(0,01)
+(0,2)(0,01)(10) + (0,3%)(0,2)] — [(0,1)(1.000)]
[(0,2)(0,01)(0,02)(10) + (0,01)(0,1)(0,3%) + (0,01)(0,3)(0,01)
+(0,01)(0,2)(0,01)(10)]
= 0,165(0,002 + 0,0009) + 0,0265(0, 009 4 0,003 + 0,002 + 0, 018)
—100(0, 0004 -+ 0, 00009 + 0, 00003 + 0,0002)
= 0,0004785 + 0,000848 — 0,072
= —0,0706735,
W = mPwp(l — Ry
= (0,3%)(0,140,1+0,065)(0,1)(1 —121,6)

= —0,287631,
sehingga diperoleh
o U +VU? —4ATW
B 2T

0, 0706735 + \/ (—0,0706735)% — (4)(0,0002884)(—0, 287631)
2(0,0002884)

= 249,06

249.

Q

3. Jumlah D. citri terinfeksi dan menularkan Q*

Jumlah D. citri terinfeksi dan menularkan ()* adalah
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BT
m? (1 + o I*) + mp I
(0,01)(10)(154, 2158)
(0,32)[1 + (0, 1)(154, 2158)] + (0, 3)(0, 01)(154, 2158)
= 7,95

~ &.

Jika I* = 249, 06 disubstitusikan ke Persamaan (4.1)), maka diperoleh

S* = 1.000— 1,651
= 1.000 — 1,65(249, 06)
= 589,05

589.

Q

Jadi, diperoleh titik ekuilibrium endemik E; = (S*, I*, Q*) = (589, 249, 8).

Hasil simulasi di titik ekuilibrium endemik F; disajikan dalam gambar ber-

ikut.

v -\

600 +

: jeruk rentan S(t)
: jeruk terinfeksi dan menularkan I(t)

: D.citri terinfeksi dan menularkan Q (t)

500
400
300 4

- -/

100

Gambar 4.1 Grafik S, I, dan @ di Titik Ekuilibrium F;
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Program Maple untuk menampilkan Gambar (.| dapat dilihat pada Lampir-
an A. Berdasarkan Gambar {.1] jumlah jeruk rentan S, jeruk terinfeksi dan menu-
larkan I, serta D. citri terinfeksi dan menularkan () untuk jangka waktu tertentu

akan menuju ke titik ekuilibrium endemik £, yaitu

1. jumlah jeruk rentan lebih kurang 589 pohon,
2. jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan lebih kurang 249 pohon, dan

3. jumlah D. citri terinfeksi dan menularkan lebih kurang 8 ekor.

Dengan demikian terjadi epidemi pada populasi. Selanjutnya, jumlah jeruk sembuh

R dan D. citri rentan P dapat dihitung sebagai berikut.

1. Jumlah jeruk sembuh R
Jumlah jeruk sembuh R adalah

R = K—-(S5+1)
= 1.000 — (589, 05 + 249, 06)
= 161,89

162.

Q

2. Jumlah D. citri rentan P
A
Diperhatikan bahwa, tlim N = —, sehingga untuk ¢ menuju tak hingga diper-
—00 m

oleh

A
m

Q
wo
@

sehingga jumlah D. citri rentan P adalah
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P = N-Q
= 33,33-7,95
= 25,38

~ 25.

Jadi, diperoleh

1. jumlah jeruk sembuh lebih kurang 162 pohon dan

2. jumlah D. citri rentan lebih kurang 25 ekor.

Berdasarkan Gambar terlihat bahwa jumlah jeruk rentan S(t) secara
berangsur-angsur menurun. Jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan /() berangsur-
angsur mengalami kenaikan. Jumlah D.citri terinfeksi dan menularkan Q(t) cende-
rung tetap.

Jadi, berdasarkan data yang digunakan, penyakit CVPD akan menyebar atau
terjadi epidemi pada populasi jeruk, sehingga untuk selanjutnya akan ditentukan
faktor-faktor apa saja yang mungkin dapat dikendalikan agar penyakit tidak mewa-
bah. Menurut BPTP Sulawesi Selatan ((2002), faktor-faktor yang perlu diperhatikan
dalam penanggulangan CVPD adalah

1. pengadaan bibit jeruk bebas penyakit,
2. penggunaan pestisida yang dapat mengendalikan populasi vektor,

3. penggunaan antibiotika oksitetrasiklin pada tanaman jeruk yang terkena CVPD

dengan tingkat serangan ringan,
4. eradikasi dengan cara memusnahkan tanaman sakit,

5. dikeluarkannya SK Menteri Pertanian Nomor 129/KPTS/UM/3/1982 yang
isinya melarang pengangkutan tanaman atau bibit jeruk dari daerah endemik

ke daerah bebas CVPD,
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6. pengairan dan pemupukan tanaman jeruk, dan

7. pemetaan daerah serangan CVPD.

Berdasarkan faktor-faktor tersebut, parameter-parameter yang berpengaruh agar pe-
nyakit tidak mewabah diantaranya rasio infeksi antara jeruk terinfeksi dan menu-
larkan dengan D. citri rentan (3;), tingkat gigitan D. citri terinfeksi dan menu-
larkan terhadap jeruk rentan (), dan kejadian infeksi antara jeruk terinfeksi dan
menularkan dengan jeruk rentan ((3). Jika nilai parameter-parameter tersebut dimi-

nimalkan, maka CVPD mungkin dapat dikendalikan agar tidak mewabah.

Selanjutnya akan dicek apabila nilai-nilai ketiga parameter diperkecil se-
dangkan nilai parameter-parameter lainnya tetap, apakah tidak akan terjadi wa-
bah atau populasi jeruk untuk jangka waktu yang lama akan bebas dari penyakit.
Jika nilai-nilai ketiga parameter diperkecil sebesar % kali, maka 3, = 0,001,

By = 0,002, dan B3 = 0,001. Nilai angka rasio reproduksi dasarnya adalah

BsK BB AK
+ 2
W wm
(0.001)(L.000) (0,001)(0,002)(10)(L.000)
0,110,1+0,065  (0,1+0,1+0,065)(0,3%)
= 3,77+0,84

ROZ

= 4,61

> 1.

Karena R, > 1, maka penyakit akan tetap ada dalam populasi. Ini berarti harus ada
parameter yang diperkecil lagi agar penyakit hilang dari populasi. Jika parameter

1
B3 diperkecil lagi sebesar 0 kali sehingga menjadi 53 = 0, 0001, maka diperoleh

BsK BB AK
+ 2
W wm

(0,0001)(1.000)  (0,001)(0,002)(10)(1.000)
0,1+0,1+0,065 ' (0,1+0,1+0,065)(0,3?)
= 0,3840,84

Ry =

= 1,22

> 1.
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Karena R, > 1, maka penyakit akan tetap ada dalam populasi. Ini berarti harus ada
parameter yang diperkecil lagi agar penyakit hilang dari populasi. Jika parameter

1
[ diperkecil lagi sebesar 0 kali sehingga menjadi 5, = 0, 0001, maka diperoleh

B K n B1BAK

Ry = .
w wm
~(0,0001)(1.000)  (0,0001)(0,002)(10)(1.000)
~ 0,14+0,1+0,065  (0,1+0,1+0,065)(0,32)
— 0,38+ 0,084
= 0,464
< 1

Karena R < 1, maka penyakit tidak akan menyebar, dengan kata lain untuk jangka
waktu tertentu populasi akan bebas dari penyakit. Titik ekuilibrium bebas penya-

kitnya adalah E, = (5%, I*, Q*) = (K, 0,0) = (1.000,0,0).

Hasil simulasi di titik ekuilibrium bebas penyakit £y disajikan dalam gam-

bar berikut.
900 _
] : jeruk rentan S(t)
300 : jeruk terinfeksi dan menularkan I(t)
1 : D.citri terinfeksi dan menularkan Q (t)
700 +
600
500

400

20

Gambar 4.2 Grafik S, I, dan @ di Titik Ekuilibrium F),

Program Maple untuk menampilkan Gambar [4.2]dapat dilihat pada Lampir-

an B. Berdasarkan Gambar [4.2] jumlah jeruk rentan S, jeruk terinfeksi dan menu-
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larkan 7, serta D. citri terinfeksi dan menularkan () untuk jangka waktu tertentu

akan menuju ke titik ekuilibrium bebas penyakit £y, yaitu

1. jumlah jeruk rentan lebih kurang 1.000 pohon,
2. jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan lebih kurang O pohon, dan

3. jumlah D. citri terinfeksi dan menularkan lebih kurang 0 ekor.

Dengan demikian tidak terjadi epidemi pada populasi, ini berarti populasi jeruk
bebas penyakit.
Selanjutnya, jumlah jeruk sembuh R dan D. citri rentan P dapat dihitung

sebagai berikut.

1. Jumlah jeruk sembuh R
Jumlah jeruk sembuh R adalah

R = K- (S+1)

Q

1.000 — (1.000 + 0)

= 0.

2. Jumlah D. citri rentan P
A
Diperhatikan bahwa, tlirn N = —, sehingga untuk ¢ menuju tak hingga diper-
—00 m

oleh
A
m

Q
o
@

sehingga jumlah D. citri rentan P adalah
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= 33,33-0
= 33,33

33.

Q

Jadi, diperoleh

1. jumlah jeruk sembuh lebih kurang 0 pohon dan

2. jumlah D. citri rentan lebih kurang 33 ekor.

Berdasarkan Gambar 4.2 terlihat bahwa jumlah jeruk rentan S(¢) mengala-
mi kenaikan cukup signifikan. Jumlah jeruk terinfeksi dan menularkan /(t) turun
cukup signifikan di awal, kemudian berangsur-angsur turun di sisa waktu. Jumlah

D.citri terinfeksi dan menularkan Q(¢) cenderung tetap.

Dengan demikian, faktor-faktor yang dapat dikendalikan agar penyakit tidak
mewabah atau populasi jeruk bebas penyakit diantaranya rasio infeksi antara jeruk
terinfeksi dan menularkan dengan D. citri rentan (), tingkat gigitan D. citri terin-
feksi dan menularkan terhadap jeruk rentan ((;), dan kejadian infeksi antara jeruk

terinfeksi dan menularkan dengan jeruk rentan (f33).

Paramater 3; dapat dikendalikan dengan cara pemusnahan tanaman sakit.
Paramater (5 dapat dikendalikan dengan cara penggunaan pestisida yang dapat
mengendalikan populasi vektor. Paramater (5 dapat dikendalikan dengan cara pe-
ngadaan bibit jeruk bebas penyakit. Berdasarkan simulasi, parameter yang paling
berpengaruh adalah 3; dan (3 sehingga pemusnahan tanaman sakit dan pengadaan

bibit jeruk bebas penyakit harus lebih diperhatikan.



BAB V

PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, diperoleh beberapa ke-

simpulan sebagai berikut.

1. Model epidemi pada tanaman dengan respon pemangsaan mengikuti fungsi
respon Holling Tipe II yang disajikan dalam Sistem (3.7)) memiliki satu titik

ekuilibrium bebas penyakit £y dan satu titik ekuilibrium endemik F;.

2. Angka rasio reproduksi dasar untuk model epidemi pada tanaman menun-
jukkan bahwa penyebaran penyakit dalam populasi dipengaruhi oleh rasio
infeksi antara inang terinfeksi dan menularkan dengan hama rentan, tingkat
gigitan hama terinfeksi dan menularkan terhadap inang rentan, kejadian in-
feksi antara inang terinfeksi dan menularkan dengan inang rentan, tingkat
perubahan inang terinfeksi dan menularkan menjadi inang sembuh (tingkat
kesembuhan), tingkat kematian alami inang, kelahiran atau imigrasi hama,

tingkat kematian alami hama, dan tingkat kematian inang karena penyakit.

3. Analisis perilaku model menunjukkan bahwa titik ekuilibrium bebas penyakit
Ey bersifat stabil asimtotik lokal jika nilai angka rasio reproduksi dasar ku-
rang dari satu dan titik ekuilibrium endemik £/ bersifat stabil asimtotik lokal

jika nilai angka rasio reproduksi dasar lebih dari satu.

4. Simulasi model untuk penyakit CVPD pada tanaman jeruk menunjukkan bah-
wa jika angka rasio reproduksi dasar lebih dari satu, maka penyakit akan me-
nyebar, dengan kata lain akan terjadi epidemi sehingga tanaman jeruk yang

terinfeksi dan menularkan akan tetap ada dalam populasi. Jika angka rasio
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reproduksi dasar kurang dari satu, maka penyakit tidak akan menyebar, de-
ngan kata lain untuk jangka waktu tertentu populasi akan bebas dari penyakit.

Simulasi model sejalan dengan analisis perilaku model.

5.2. Saran

Model epidemi tanaman pada penelitian ini hanya dianalisis kestabilan lo-
kalnya saja. Oleh karena itu, penulis menyarankan pengkajian lebih lanjut menge-
nai kestabilan globalnya agar berlaku secara umum. Dengan kata lain semua syarat
awal yang diambil tidak hanya di sekitar titik ekuilibrium. Selain itu, model ini
juga dapat diaplikasikan pada penyakit lain yang sesuai selain penyakit CVPD pada

tanaman jeruk.
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LAMPIRAN A

Program Maple untuk Menampilkan Gambar 4.1

>restart;

>with(DEtools);

>with(plots);

>K :=1000; betal := 0.01; beta2 := 0.02; beta3 := 0.01; alphal := 0.1; alpha2 :=
0.2; alpha3 := 0.2; gammal := 0.065; mu :=0.1; Lambda := 10; m := 0.3; d :=0.1;
>pl := phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
-beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
i(t)/(m*(1+alphal *i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(V)], t =
0 .. 20, [[s(0) = 700, i(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, s(t)], line-
color = black):

>p2 :=phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))-
beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
1(t)/(m*(1+alphal*i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(D)], t =
0 .. 20, [[s(0) =700, 1(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, i(t)], line-
color = blue):

>p3 := phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))-
beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
1(t)/(m*(1+alphal*i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(D)], t =
0 .. 20, [[s(0) = 700, 1(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, q(t)], line-
color = red):

>display(pl, p2, p3);
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LAMPIRAN B

Program Maple untuk Menampilkan Gambar 4.2

>restart;

>with(DEtools);

>with(plots);

>K :=1000; betal :=0.0001; beta2 := 0.002; beta3 := 0.0001; alphal :=0.1; alpha2
:=0.2; alpha3 := 0.2; gammal := 0.065; mu := 0.1; Lambda := 10; m := 0.3; d :=
0.1;

>pl := phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
-beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
1(t)/(m*(1+alphal*i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(D)], t =
0 .. 20, [[s(0) =700, 1(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, s(t)], line-
color = black):

>p2 := phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))-
beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
1(t)/(m*(1+alphal*i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(D)], t =
0 .. 20, [[s(0) = 700, i(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, i(t)], line-
color = blue):

>p3 := phaseportrait([diff(s(t), t) = mu*K-mu*s(t)-beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))-
beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))+d*i(t), diff(i(t), t) = beta2*q(t)*s(t)/(1+alpha2*q(t))
+beta3*i(t)*s(t)/(1+alpha3*i(t))-(d+mu+gammal)*i(t), diff(q(t), t) = betal *Lambda*
i(t)/(m*(1+alphal*i(t)))-betal *i(t)*q(t)/(1+alphal*i(t))-m*q(t)], [s(t), i(t), q(t)], t =
0 .. 20, [[s(0) =700, 1(0) = 200, q(0) = 10]], stepsize = 0.05, scene = [t, q(t)], line-
color = red):

>display(pl, p2, p3);
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